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NUMEROS COMPLE]JOS Forma bindémica y plano complejo

BLOQUE 01

Forma bindmica y plano complejo

Afijos, partes real e imaginaria y simetrias. - 12 actividades

1.01

1.02

1.03

Escribe los nimeros en forma bindmica. En los radicales, toma el valor principal
complejo.

a) V-3 b) 4%/~ 16

c) 3 d) -3

Halla los valores reales de a y b que hacen ciertas las igualdades.

a) 2+3bi=a-1 b) 4a—-2b =2 —ai
Seaz=-2x+ %i, con x e y reales. Determina las condiciones para que z sea:
a) Un ndmero real. b) Un imaginario puro.

c) Un complejo que no sea real ni
imaginario puro.
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NUMEROS COMPLE]JOS Forma bindémica y plano complejo

1.04 Halla el opuesto y el conjugado.

a) y2-3-i b) -1
c) 3-2-i d)—3+2T'i
e) 31 f) —7

g) O h) —2-i

1.05 Representa los complejos e indica en qué ejes se sitdan los nimeros reales y los
imaginarios puros.

1 . 1 .
a) 5+| b) —5+|
1 1
C)?—I d)—E—I
e) i f) -5
2 h
9) 5 ) 0
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NUMEROS COMPLE]JOS Forma bindémica y plano complejo

1.06 Escribe en forma bindmica los seis complejos representados en el plano.

Im

1.07 Expresa en forma bindmica. Usa las raices cuadradas principales.

a) v_16 +3 b) —2-v_—2a

) Vv-8+v2

1.08 Expresa en forma bindmica los numeros representados.
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NUMEROS COMPLE]JOS

Forma bindémica y plano complejo

1.09 Representa estos nimeros en el plano complejo.

a) 5+

c) —3—i

e) —4

i) V3

1.10 Escribe y dibuja el conjugado y el opuesto.

a) —3+2-i
c) 1-3-i
e) —2—-2-i
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b) v2 -3-i

d) 6-i

f) —2-i

h) v3-2-i

b) —3-i

d) -4

f) 4+



NUMEROS COMPLE]JOS Forma bindémica y plano complejo

1.11 Halla el conjugado y el opuesto de 2—3i, 3—2i y —2+i. Deduce cémo se representan
respecto al complejo original.

a) ;Cdémo se representa el conjugado? b) ;Cdémo se representa el opuesto?

1.12 Halla k real para que k+(k—3)i cumpla la condicién.

a) Sea imaginario puro. b) Sea real.
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NUMEROS COMPLE]JOS Operaciones en forma binémica
BLOQUE 02

Operaciones en forma binomica

Calculo algebraico, inversos y pardmetros. - 22 actividades

2.01 Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

—1-0)+(—4+5i —1-i
a) ( i)+ ( + 5i) b) — =

—1—i) =4+ 5] (= 2+ D@ +30) .
c) ( i)( + 5i) d) T 2i

2.02 Halla el inverso y exprésalo en forma bindmica.

a) i b) 3+4-i
c) —1-i d) 3+
e) 4—-3-i f) 6+5-i

2.03 Calcula y expresa el resultado en forma binédmica.

241 2{42 . 33 27 72
1-i 1+p T b) P - Tt 1
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NUMEROS COMPLE]JOS Operaciones en forma binémica

2.04 Halla los inversos.

a) 2—-2-i b) -1+

c) 1+4-i

2.05 Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

—i) 4+ (=243 1 _1y_ (1,1,
a) -+ (—-2+3i) b) (3 2|) ( 3+4|)
—(2-i 2 L2,

c) 5—( i) d) (5 |)+(3 5|)

2.06 Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

a) (3-5)+(2—7i)+(—4+8i b) (—1+2)—(3+6i)—(—4-—i
€) —(1—-2i)—(—-7)—(—-4-3i d) 2(1 — 4i) — 2(1 + 4i) — 3(4 — 4i)
e) 2(v3 +i) —3(2y3 + 4i) f) (V2 - 3i) + 22 — V3i)

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com 9



NUMEROS COMPLE]JOS Operaciones en forma binémica

2.07

2.08

2.09

Calcula y expresa el resultado en forma binédmica.

a) (1 - 3i)(2 - 6i) b) (=3 -=4i)(7-1)
c) (—2+5i)? d) (5 —4i)5 + 4i)
e) (—3—-2y2i)(—3+2y2i) f) (V2 —i)3

Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

— 145 20 + 40
a) =53 b) =5+
— 1+ 5i
) 5

Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

3—i 5
a 15 )

5 + 2i V2
C) e— - -

2i d) 1+ +/2i

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com 10



NUMEROS COMPLE]JOS Operaciones en forma binémica

2.10

2.11

2.12

2.13

Calcula y expresa el resultado en forma binédmica.
30(1 — i)

a) — -+ (230
b)zr-i@%f?

o HI=r8 _ 32 +6i)
@ -2 - By
e) (1 + 3i)2 — (2i)2

3+ 4i

Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

1, 1+i  @Q+0Dd-0) _ 20+
a) T+ 5 7 -1 i~ 1

Calcula y expresa el resultado en forma bindmica.

a) i49.i87 b) i34.i103 + i78.i116

o (=37 + 28 d) i°(2i% - 3i%)

Halla k real para que cada expresién sea un nimero imaginario puro.

3 + ki b) 3k 1=K

a) 152 =i
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NUMEROS COMPLE]JOS Operaciones en forma binémica

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

Encuentra p y q reales para que (p+3i)(4+qi) = 15+9i.

2
Demuestra que z = 1-3i verifica 27 =z — 5.

:Qué complejo hay que sumar a —3+2i para obtener cada resultado?

a) 5 4 270° b) 6 £ (5n/3) rad
:Qué valor real de k hace que i 1' |I sea real? ;Qué nimero se obtiene?
- V2i
:Qué valor real de k hace que Tzl sea imaginario puro? ;Qué nimero se obtiene?

6 L
Calcula a real para que cumpla la condicién.

1+ ai

a) Sea imaginario puro. b) Sea real.

c) Sea2-4i. d) Tenga médulo 1.

e) Tenga argumento 7m/4 rad.
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NUMEROS COMPLE]JOS Operaciones en forma binémica

2.20

2.21

2.22

Halla a real para que el cuadrado de a + %i sea igual a su conjugado.

% esté sobre la bisectriz del primer cuadrante.

Distingue la recta completa y la semirrecta contenida en ese cuadrante.

Calcula c real para que el afijo de

Calcula la suma de los diez primeros términos de una progresién aritmética de diferencia
1+2iy primer término —6-2i.
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NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

BLOQUE 03

Modulo, argumento y forma polar

Conversiones, productos y cocientes. - 27 actividades

3.01 Expresa en forma polar los complejos representados. Usa argumentos en [0°, 360°).

3.02 Expresa en forma polar, con argumento en [0°, 360°).

a) 2+i b) —2—i

o — L4 d 2-v3-i
2 " 2

e) —4-i f) 12
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NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

3.03

3.04

3.05

Expresa los complejos en formas binédmica y trigonométrica. La notacién r £ a indica
médulo r y argumento a.

a) 14 120° b) 3 £ 240°

€) 24 % rad d)34%hw

Expresa en formas polar y trigonométrica.

a) 3—4-i b) 2+2-i

c) —vV3+i d) —1-—]

Opera y expresa el resultado en forma polar.

a) (4 £120°)(3 £ 60°) b) (2 £ 230°)(3 £ 130°)
c) (1 £ 260°):(6 £ 120°) d) (4 £0°):(2 £ 180°)
e) (3 £100°):(3 £ 40°) f) (1 £ 260°)(6 £ 120°)
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NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

3.06 Seanzi=1 /L 210°y z> = 3[cos(—30°)+i sen(—30°)]. Calcula en forma polar.

a) 2 b) Zi2:Coni(z;)
2 2,

3.07 Calcula los conjugados en forma polar.

a) 2 L 33° b) 3 £ 22°

c) 1/£105° d) 2 £ 222°

3.08 Calcula los opuestos en forma polar.

a) 2 /£ 33° b) 3 £ 22°

c) 1.£105° d) 2 £ 222°

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com
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NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

3.09

3.10

3.11

3.12

Calcula los inversos en forma polar.

a) 2 /L 33° b) 3 £ 22°

c) 14 105° d) 2 £ 222°

Opera y expresa el resultado en forma bindmica.

a) 2 £30°+3£135°-3 £ 270° b) 1445°+1/£135°+1/4225°+1L
315°

(- +ﬁ|4(—\/7—\/7|

2
(& + Y3)3
4

Calcula y expresa el resultado en formas polar y bindmica:

N

Representa cada complejo y exprésalo en forma binémica.

a) 1760° b) 5 £ 90°
c) 2/ 135° d) 3£ 120°
e) V5 £ 60° f) V3 L 45°
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NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

3.13 Expresa en forma polar los complejos del grafico.

Z1

3.14 Escribe en forma polar y representa graficamente.

a) 3—4-i b) V3 +i
c) vV2:-(—=-1-1i) d) —3-i
— i

e) 3 f)i
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NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

3.15

3.16

3.17

3.18

Escribe en forma binémica. Aproxima a cuatro decimales si el angulo no es notable.

a) 4/60° b) 2 £ 215°
c) 3.490° d) 2 £180°
e) 3£ 150° f) 124 270°
g) V2 £315° h) V3 £ 300°

Escribe en formas polar y binémica el conjugado y el opuesto de cada complejo.

a) 5 /£ 240° b) 3 £ 135°

c) V3 £30°

Escribe en forma polar.

n

a) +/3(cos 6

. T T . T
+ isen E) b) 3(cos > + isen 2)

Dadoz=r 4L a, conr > 0, expresa su opuesto y su conjugado.
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NUMEROS COMPLE]JOS

Moédulo, argumento y forma polar

3.19 EfectUa las operaciones y simplifica el argumento.

a) (4 £120°)(3 £ 60°)

c) (4 £1/3)(2 £ 270°)

e) (54£m/3)

g) (7 £ 2n/3):(5 £ 51/2)

i) (V3 £ 5m/2)°

3.20 Expresa en forma polar el inverso.

a) 2 £ 150°

c) 4 L1/3

e) e/ n/6

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com

b) (6 £ m):(2 £ n/4)

d) (8 £170°):(2 £ 50°)

f) (2 £ 260°)-(5 £ 130°)

h) (2 £ 120°)°

b) 3 £ m/2

d) (1/4) L

f) V7 L 35°

20



NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

3.21 Efectla las operaciones combinadas y expresa el resultado en forma polar.

a) (4 £20°-1L£50°)3 4L 35° b) (9 4£39°:3 £ 25°)5£100°

c) (6 £60°-3 £ 40°):(9 £ 56°) d) (1 £105°)8(1 £ 65°)°

3.22 Operay expresa el resultado en forma binémica.

a) [(4—2i)—(3—-2y2i)2 £ 30°)]7

(1+V3i2 - (423
-3+ 3i

b)

3.23 Halla b real para que (4 £ 72°)(1+bi) = 8 £ 132°.

3.24 Encuentra el complejo que, al sumarle 1/2, da un nimero de médulo ¢ > 0 y argumento
60°.

1+

- 2i’

3.25 Busca el complejo que, al sumarle

da otro de mdédulo V2 y argumento 45°.

3.26 El argumento de z1 es 150°, el médulo de zz es 2 y z1z2 = —8i. Calcula z1 y z2.
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NUMEROS COMPLE]JOS Moédulo, argumento y forma polar

3.27 El complejo a+bi tiene médulo m > 0 y argumento a. Expresa en forma bindémica el
complejo con:

a) Mdbdulo 6m y argumento 2n—a. b) Mdédulo 3m y argumento a+3m/2.
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NUMEROS COMPLE]JOS Potencias y raices
BLOQUE 04

Potencias y raices

De Moivre, periodicidad y raices n-ésimas. - 17 actividades

4.01 Calcula las potencias y expresa el resultado en forma bindmica.

a) (3 £ 45°)2 b) (3 - 3i)°
<) 224 %)6 d) (V5 + 5i)8
e) (4 £ 330°)3 f) (- 3i)°

4.02 Calcula [16(cos 60°+i sen 60°)]:(2 £ 210°)4.

4.03 Calcula todas las raices complejas indicadas.

a) /3£ 150° b) 3/_- 27

) V=i d) V=141

, - 1+
4.04  Calcula y representa las raices cubicas de T
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NUMEROS COMPLE]JOS

4.05

4.06

4.07

4.08

Calcula y representa it, i?, i3, i4, i3, i%, ... Investiga también i-%, i-2, i-3, i~4, {75, 75, ...

Calcula las potencias en forma polar.

a) (2 £105°)4 b) (4 £ 1/3)?

c) (3 £ —-25°)¢ d) (V5 £ 3m/4)¢

Calcula las potencias, expresando primero las bases en forma polar.

a) (-0 b) (-v2+V2iF

c) (—1+ 3¢ d) (V2 =)

Calcula las potencias empleando la férmula de De Moivre.

a) [3(cos 25° + i sen 25°)]* b) [2(cos 40° + i sen 40°)]°
c) [5(cos 115° + isen 115°)]7 d) (cos % + isen %)3
e) [3(cos % +isen %)]4

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com
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NUMEROS COMPLE]JOS Potencias y raices

4.09 Calcula todas las raices complejas indicadas.

a) 3/64 £ 120° b) /1 £ 150°
<) W32L%F d) /64 Z 180°
e) 49 /£ 220° f) &/2 L 75°

4.10 Calcula todas las raices complejas.

a) V1 b) 31
o Y1 d) Vi
e) ¥i f) Vi

4.11 Calcula todas las raices y represéntalas.

a) %16
b) 3/
<) ¥Viei

V2 V2.
d) 3\/T+T|
e) /1 - +/3i

f) 4625
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NUMEROS COMPLE]JOS Potencias y raices

4.12 Una de las raices cUbicas de un complejo es 2+4i. Halla las otras dos.

4.13 Encuentra ny z de modo que dos raices n-ésimas de zsean 6 £ 30°y 6 £ 120°. ;Hay
una Unica solucién? ;Cual es el menor n?

4.14 Calcula todas las raices complejas.

16 — 1+

c) V2-i)2-31-1i)

(12 £ 70°)-(1 £ 20°)*
3 + 3V/3i '

4.15  Calcula todas las raices y exprésalas en forma binémica: 4/

4.16 El complejo 3+5i es una de las raices clbicas de z. Halla las otras dos.

4.17 Simplifica 1+i+i2+i3+---+i" para cada entero n = 0.
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NUMEROS COMPLE]JOS Ecuaciones y sistemas
BLOQUE 05

Ecuaciones y sistemas

Soluciones, polinomios y coeficientes. - 26 actividades
5.01 Resuelve las ecuaciones en el conjunto de los nimeros complejos.

a) z2-1=0 b) z2+32=0

c) 22+16=0 d) z2#-81=0

5.02 Resuelve las ecuaciones y expresa las soluciones con nimeros complejos.

a) x24+2-x+2=0 b) x2+46-x+10=0

c) xX24+10-x+29=0 d) xX2-10-x+26=0

5.03 Resuelve las ecuaciones con incégnita compleja z.

3_Z'+2|=z+i b) 5+ 2zi — 4i

> 3 =z — 2i

a)
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NUMEROS COMPLE]JOS Ecuaciones y sistemas

5.04 Halla todas las soluciones complejas.

a) z2*-16=0 b) z2+8=0

c) 2*-9=0 d) z22+9=0

5.05 Resuelve las ecuaciones y expresa las soluciones mediante nimeros complejos.

a) x2+7=-42 b) —x2-64=0

c) 1-(-x%)=-120 d) —-3+x2=2x2+1

e) (x —10)2 = — 20x

5.06 Comprueba por sustitucién si cada valor de z es solucién de la ecuacién.

a) z=1+2i;22-22z+5=0 b) z=1+i;224+3-i)z-(4+4))=0
c) z=—l+\/3i;z3+1=0
2 2
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NUMEROS COMPLE]JOS

Ecuaciones y sistemas

5.07 Dos complejos suman 3+2i, la parte real del segundo es 2 y el cociente del primero entre

el segundo es imaginario puro. Halla los dos nimeros.

5.08 Encuentra dos nUmeros complejos cuya suma sea 3 y cuyo cociente sea i.

5.09 Calcula todas las soluciones complejas.

a) x+1=0 b) x*-625=0

c) xX°>-1=0 d) x*+16=0

5.10 Resuelve las ecuaciones en los nUmeros complejos.

a) x2—4x+13=0 b) x*-8x=0

c) x*-6x2-9=0 d) x*+27x=0

5.11 Escribe una ecuacién de segundo grado con coeficientes reales que tenga la raiz

indicada.

a) 1-i b) 3-2i

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com
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NUMEROS COMPLE]JOS Ecuaciones y sistemas

5.12 Calcula m para que x?*—6x—m tenga la raiz 3—i. Halla la otra raiz.

5.13 Calcula los complejos p y g para que x3+px2+qgx—2 tenga raices i y 2i. Halla la raiz
restante.

5.14 Resuelve las ecuaciones en los nimeros complejos.

a) x2+ix+1=0 b) x2-2x+3i=0
c) X2+ 7x—-12i=0 d) ix3+27=0
515 Resuelve — X — _2X__ 1
1+ 3i 4 — j

5.16 Halla todos los complejos cuyo cubo sea real y cuya parte real sea una unidad mayor que
la imaginaria.

5.17 Halla los nimeros complejos cuyo cubo sea igual a su conjugado.

5.18 Halla dos complejos conjugados cuya diferencia sea 6i y cuyo cociente sea i.
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NUMEROS COMPLE]JOS Ecuaciones y sistemas

5.19 La ecuacién z3+az?+bz—6i = 0 tiene raices 2 y 3. Calcula a, b y la raiz restante.

5.20 Halla z y w tales que z+w = i y 2i sea una raiz cuadrada del cociente z/w.

5.21 Escribe una ecuacién de segundo grado que tenga las raices indicadas.

a) 3+iy3-i. b) —-2-5iy —2+5i.

5.22 Resuelve las ecuaciones en los nimeros complejos.

a) z22—-2z-2+4+4i=0 b) 2+ (4-20)z22-8i=0

c) 2*+1022+169=0

5.23 Resuelve las ecuaciones con incégnita compleja z.

Z_ 4 (2-0)6i=—3+2i b) z(—2+6i)+ —2L+37 L 10 _gi=

5—i 4 — 3i
z(1 + 7i)

a)
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NUMEROS COMPLE]JOS Ecuaciones y sistemas

5.24 Resuelve en los niumeros complejos.

a) x2—-8ix+4i—-19=0 b) X—iy=0
y —ix=4 — 6i

5.25 Dos complejos conjugados suman 16 y sus mdédulos suman 20. ;Cudles son?

5.26 Calcula las cinco soluciones complejas de x°>+x4+x3+x?+x+1 = 0.
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NUMEROS COMPLE]JOS Geometria con complejos

BLOQUE 06

Geometria con complejos

Giros, poligonos, areas y espirales. - 17 actividades

6.01

6.02

6.03

6.04

6.05

Un cuadrado centrado en el origen tiene un vértice A(3, 2). Determina los otros tres
vértices.

Los afijos de las raices clbicas de —27 son los vértices de un tridngulo ABC. Determina
sus coordenadas.

Representa 5+2i, multiplicalo por iy representa el resultado. Multiplica dos veces poriy
explica qué ocurre.

Representa los nimeros y el resultado de cada operacién. Explica qué ocurre con
maédulos y argumentos.

a) (2 £150°)(3 £ 120°) b) (6 £ 150°):(2 £ 60°)

c) (2 £2m/3)%

Dibuja 2 £ 30°y 6 £ 150°. ;Por qué complejo hay que multiplicar al primero para
obtener el segundo?
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6.06 Dibuja 12 £ 300°y 4 £ 120°. ;Por qué complejo hay que dividir el primero para obtener
el segundo?

6.07 Los vértices del cuadrado representado son las raices cuartas de un complejo. Cada
cuadricula representa una unidad. Determina el nimero y sus raices.

-
.

29
1)

6.08 El complejo 2 £ 30° es un vértice de un pentdgono regular centrado en el origen. Calcula
los otros cuatro vértices y el complejo cuyas raices quintas son esos cinco nimeros.

6.09 Halla el drea del cuadrildtero cuyos vértices son las soluciones de x*+4 = 0.

6.10 Un pentdgono regular centrado en el origen tiene un vértice en (—3, —2). Halla los otros
vértices usando complejos.

6.11 ¢Qué complejos forman un tridngulo equildtero con su conjugado y con —57?
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6.12 Calcula el area del hexagono regular determinado por los afijos de las raices sextas de
—64.

6.13 Las raices cuartas de —4096 forman un cuadrado y sus raices cubicas, un tridngulo
equiladtero. Calcula las dos areas.

a) Area del cuadrado. b) Area del tridngulo.

6.14 Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los afijos de 6+5i y 3+i. Determina los
otros dos, sabiendo que uno estd en el cuarto cuadrante.

6.15 Representa 1+2V3iy realiza un giro antihorario de 60° centrado en el origen. Halla las
formas binédmica y polar del resultado.

6.16 Un vértice de un cuadrado centrado en el origen es (—1, 3). Usa complejos para hallar los

otros vértices y el area.

6.17 Representa 1+i, pasalo a forma polar y calcula y representa sus diez primeras potencias.

Describe la espiral que forman sus afijos.
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BLOQUE 07

Demostraciones y profundizacion

Propiedades, razonamiento y retos. - 17 actividades

7.01 Usa la férmula de De Moivre para expresar cos 3a y sen 3a en funcién de cos a y sen a.

7.02 Comprueba que la suma de las raices indicadas es cero.

a) Las raices cuartas de —1+vV3i. b) Las raices sextas de 64.

7.03 Demuestra que las raices no reales de una ecuacién de segundo grado con coeficientes
reales son conjugadas.

7.04 Calcula el producto de las dos raices cuadradas de 1 y el de las tres raices cUbicas de 1.
Deduce una férmula para el producto de las n raices n-ésimas de 1.

7.05 Averigua la relacién entre el médulo de la suma de dos complejos y la suma de sus
madulos.

7.06 ¢Es cierto que al multiplicar un real por un complejo z el resultado tiene siempre el
mismo argumento que z? Si no lo es, formula una propiedad correcta.
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7.07 ¢Es cierto que el inverso del producto de dos complejos coincide con el producto de sus
inversos? Razona las condiciones.

7.08 Demuestra que conj(zi+zz2) = conj(z1)+conj(zz2) y conj(zizz) = conj(z1)conj(zz). Usalo para
probar que, si un polinomio de coeficientes reales tiene una raiz z, también tiene la raiz
conj(z).

7.09 Sea u = —1/2+(v3/2)i. Comprueba que, para z = —2+5i, los nUmeros z, uz y u?z son las
raices clbicas de un complejo. Demuestra la propiedad para cualquier z. ;Qué tiene de
particular u?

7.10 Seaz=r /L a conr>0,yseaconj(z)suconjugado. Simplifica el cociente, donde n es un
COS Q-COS 20Q-...C0S Na
[z + conj(z)]-[z2 + conj(z)?]-...-[z" + conj(z)"]"

entero positivo y el denominador no se anula:

7.11 Sean a, b, c y d reales. Encuentra una condiciéon necesaria y suficiente para que las dos
raices de z2+(a+bi)z+c+di = 0 sean no nulas y tengan el mismo argumento.
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7.12 Elige la respuesta correcta vy justificala.

a) ;Cuantas ternas ordenadas (x,y,z) de enteros no negativos menores que 20 hacen
que el conjunto {i*, (1+i)Y, z} tenga exactamente dos elementos distintos? Opciones:
149, 205, 215, 225, 235.

b) ;Cudl puedeserzsizt =6 £ 60°y z/t =3 £ 30°? Opciones: 2+2v3i, 2v3-2i, 3+3i,
2+2i, 1/2+(V3/2)i.

c) ¢Cudl no es raiz de z*—5z2—367 Opciones: 2i, 2 £ 180°, 2 £ 270°, 3 £ 180°, 3.

d) ;Para qué nse cumple i+2i2+3i3+---+nin = 48+49i? Opciones: 24, 48, 49, 97, 98.

1+ +/3i

o e

)12, Opciones: 1, 16, 243, 1024, —1—V3.

7.13 Demuestra que, si z es raiz de P(x) = ax2+bx+c, con a, b y c reales, su conjugado
también es raiz.

7.14 Halla todos los complejos z cuyos afijos, junto a los de 1 y z2, estdn alineados.

7.15 Los polinomios ax?+bx+c, cx?+ax+b y bx?2+cx+a son de segundo grado y tienen las
mismas raices. Determina esas raices; distingue coeficientes reales y complejos.
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7.16 Sean A = {z: arg[z—(2+3i)] =n/4} y B = {z: |z—(2+i)| < 2}. Determina la proyeccién
ortogonal de A n B sobre el eje real.

Im

8-

7

6-

5

24Bi

34

.1/ N\

1- oB ):
LN Vi b b g

Re
_2_
_3_

7.17 Sea an = (1+4i)(1+4i/V2)---(1+i/¥n), para n = 1. Halla m natural tal que la suma |ai1—az|+|
az—as|++|am—am+1| sea 1990.
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BLOQUE 08

Complejos y circuitos eléctricos

Impedancia, admitancia y aplicaciones. - 8 actividades

8.01

8.02

8.03

8.04

8.05

8.06

8.07

8.08

;Qué es un circuito eléctrico y qué elementos puede contener?

:Qué son la impedancia y la admitancia en un circuito de corriente alterna?

;Qué relacién numérica existe entre impedancia y admitancia?

Investiga aplicaciones de la impedancia y la admitancia. ; Qué representa la impedancia
del cuerpo humano y por qué puede ser importante?

Un circuito tiene impedancia Z = 3+4j Q, donde j2 = —1. Calcula su médulo y su
admitancia en forma compleja.

La admitancia de un circuito es 0,25 S. Calcula su impedancia.

Racionaliza Y = 1/(R+Xj) y determina la conductancia G y la susceptancia B.

Si Z = 6—-4j Q, halla la conductancia y la susceptancia.
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COMPRUEBA TUS RESULTADOS

Solucionario

Respuestas vy justificaciones. Los cddigos coinciden con los de las actividades.

01 - Forma bindmica y plano complejo

1.01  a)y3-|

b)v2 - (1+1)

c) 3 + 0i

d) — 3+ 0i
1.02 a)a=3,b=0.

b)a=0b=-1.

1.03 a) y = 0; x puede ser cualquier real.
b) x =0 ey # 0. Se excluye el cero al hablar de imaginario puro.

c)x=z0ey=0.

1.04 a) Opuesto: — /2 + 3+ i; conjugado: /2 + 3 - i.

— 2 4 1. coni 241
b) Opuesto: 3 + 5,conjugado. 3 + 5

c) Opuesto: — 3 + 2 - i; conjugado: 3 + 2 - i.

e) Opuesto: — % conjugado: — %
f) Opuesto: 7; conjugado: — 7.
g) Opuesto: 0; conjugado: 0.

h) Opuesto: 2 - i; conjugado: 2 - .
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1.05

1.06

1.07

1.08

Soluciones - bloque 1

Afijos: (1/2,1), (-1/2,1), (1/2,-1), (-1/2,-1), (0,1), (—5,0), (5/2,0) y (0,0), respectivamente. Los
reales estan en el eje horizontal; los imaginarios puros, en el vertical, excluido el origen.

Im
2
b) e) a)
o1 °
f) ) 9)
T T hd T T T T A T T hd T
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3
Re
1 °
d) )

a)zl=—-4+2"1.
b)z2=3+4"1i.

c) z3

d) z4 = 5.
e)z5=1-3"1.

f)z6=-6-4"1.

a)3+4-i
b)—2-2"i

c)v2 - (1L+2-0)

a)z1=2+3-i
b)z2=4+ .
c)z3=%—2-i.
d)z4=2—%
e)25=—%—%
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1.09 a) Afijo: (5, 1).
b) Afijo: (v/2, — 3).
c) Afijo: (= 3, — 1).
d) Afijo: (0, 6).
e) Afijo: ( — 4, 0).
f) Afijo: (0, — 2).
9) Afijo: (3, = 2),
h) Afijo: (v3, — 2).

i) Afijo: (0, v/3).

d)

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com
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1.10 a) Conjugado: — 3 — 2 - i; opuesto: 3 — 2 - i.

b) Conjugado: 3 - i; opuesto: 3 - i.

c) Conjugado: 1 + 3 -i; opuesto: — 1 + 3 -i.

d) Conjugado: — 4; opuesto: 4.

e) Conjugado: — 2 + 2 -i; opuesto: 2 + 2 - i.

f) Conjugado: 4 — i; opuesto: — 4 — .

Soluciones - bloque 1

im b) )
4 4
Im a) conj. = op. conj
34 34 ® 3 []
z
o, 2 - 2 4
\1- 1 1\
T T T 6 T T T T T
-4 -3 -2 4 -1 1 -2 -1 12
/_ll/_ Re 17 Re 1 Re
—® =27 -2 -2
conj op.
=3 -3 =34 L4
z z
-4 —4
Im e)
conj. op.
2 -
Im f)
Im d) 14 2 z
z = conj 1 op. ! T
BN ; I3 A s
Re Re op. 2 conj. Re
1.11 a) Conjugados: 2+3i, 3+2i, —2—i. Son los simétricos respecto al eje real.

b) Opuestos: —2+3i, —3+2i, 2—i. Son los simétricos respecto al origen.

1.12 a) k =0, que da —3i.

b) k = 3, que da el real 3.
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02 - Operaciones en forma bindmica

201  a)-5+4-i

b) - -+ 21
c)9—i
d) -1+
2.02 a) — i
D) 35 - 5
0-3+1
a2 - L
e)%+%
0% o
2.03 a)%_%
b)l+2-i
2.04 a)%+%
)17~

2.05 a)2+2-i

2 3
b) 3 -
c)3+i

11 71
d) 75 5

2.06 a)l—4-i

b) - 3-i
€)3+12-i
d)-12-4-i
e)—4-y3-10-]

f)y2+4—-i-(3+2-y3)
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2.07

2.08

2.09

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com

a)—16—12 i
b) —25 - 25
c)—21-20"i
d) 41
e) 17

f)—y2 —5"i

a)— 1+
b)4+2-i
7

9-i
-5+

a)l
b) -1+
c)%+27-i

d)2+3-i

a) La parte real es 5k/(k?+4), asi que k = 0. El resultado es —3i/2, distinto de cero.

Soluciones - bloque 2

b) La parte real es 3k(k—1)/2. k = 0 da cero y se descarta; k = 1 da 3i. Por tanto, k = 1.

Al igualar las partes: 4p—3q = 15y pg+12 = 9. Se obtiene (p,q) = (3,—1) o (3/4,-4).

z?/2 = (—8-6i)/2

4-3i; z—5 = —4-3i. Ambos miembros coinciden.
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2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

a) 3-7i.
b) 6—(2+3V3)i.

La parte imaginaria es (k+2)/(k?+1). Se anula si k = —2. El cociente vale —1.

La parte real es v2(k+1)/3. Se anula si k = —1. La parte imaginaria es (k—2)/3 = —1, por lo que el
resultado es —i.

a) a = 3; el resultado es —2i.
b) a = —1/3; el resultado es 6.
c)a=1.

d) a = £v39, porque el médulo es v40/vV(1+a?).

e) a = 1/2; el resultado es 4—4i, de argumento 71/4.

Al igualar partes imaginarias: av3 = —v3/2, luego a = —1/2. La parte real también coincide:
a2—3/4 = -1/2 = a.

Las partes real e imaginaria son (-60+2c)/29 y (—24—5c¢)/29. Igualdndolas resulta c = 36/7, y el
complejo vale —12/7—-(12/7)i: pertenece a la recta y = X, pero esta en el tercer cuadrante. Si se
exige la semirrecta del primer cuadrante, no existe solucién.

El décimo término es —6—2i+9(1+2i) = 3+16i. La suma es 10[(—6—2i)+(3+16i)]/2 = —15+70i.
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03 - Mddulo, argumento y forma polar

3.01

3.02

3.03

3.04

3.05

3.06

a) z1: 2 - /5 £ 153,4349°,
b) z2: 5 £ 53,1301°.
c)z3:1 £ 90°.

d) z4: 5 £ 0°.

e) z5: /10 £ 288,4349°.

f) 26: 2 - /13 £ 213,6901°.

a) 5 £ 26,5651°.

b) /5 £ 206,5651°.

c) g £ 135°.

d) 7 £ 319,1066°.

e) 4 L 270°.

f) 12 £ 0°.

a)—l+\/§'i

> ; 1[cos 120°+i sen 120°].

b) — % - %‘/5' 3[cos 240°+i sen 240°].

c) 1+ +/3 i; 2[cos 60°+i sen 60°].

d) — 3 -i; 3[cos 270°+i sen 270°].

a) 5 £ 306,8699°; 5[cos(306,8699°)+i sen(306,8699°)1.

b) 2 -2 £ 45°; 2 - y/2[cos(45°)+i sen(45°)].
c) 2 £ 150°; 2[cos(150°)+i sen(150°)].

d) /2 £ 225°; y/2[cos(225°)+i sen(225°)].

a) 12 £ 180°.
b) 6 £ 0°.

c) (1/6) £ 140°.
d) 2 £ 180°.
e)1l £ 60°.

f) 6 £ 20°.

a) (1/3) £ 240°.
b) 1 £ 120°: el argumento es 2:210°+30°—-330°.
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3.07

3.08

3.09

3.10

3.11

3.12

a) 2 L 327°.
b) 3 £ 338°.
c) 1 £ 255°.

d) 2 £ 138°.

a) 2 £ 213°.
b) 3 £ 202°.
c) 1 £ 285°.

d) 2 £ 42°.

a) % £ 327°.

1 °
b) 3 £ 338°.
c) 1 £ 255°.

1 °
d)§L138.

a) —

3-2\/E+\/§+ i-(3-\2/5+8)

b) 0

112 £ 30° =56 -1/3 + 56 - i.
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3.13

3.14

3.15

3.16

a) z1:5 £ 53,1301°.

b) z2: 2 £ 0°.

c) z3: 3 £ 270°.

d) z4: /10 £ 251,5651°.

e)z5:2-+/2 £ 135°.

a) 5 £ 306,8699°.
b) 2 £ 30°.

c) 2 L 225°.

d) 3 £ 270°.

e) 3 £ 180°.

1 °
f)ELQO.

a)2+2-y3 i

b) 2cos 215° + 2isen 215° = —1,6383-1,1472i.

c)3-i
d) -2

3V3

e) — 5

3
T
f) —i
g)1—i

VERRER
h) ===

a) Conjugado: 5 £ 120° = — % +

3.\/5.(_

b) Conjugado: 3 £ 225° =

2°V3 1 opuesto: 5 £ 60°

3

i
2
1-1)

c) Conjugado: /3 £ 330° = %

2
V3

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com

a)

. Opuesto: 3 £ 315° =

. Opuesto: /3 £ 210°

3-v2-(1-10)

Soluciones - bloque 3
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3.17 a)V3 L % rad.

b)3 £ % rad.

3.18 Opuesto: r £ (a+180°). Conjugado: r £ (—a). Los argumentos se consideran mddulo 360°; en
radianes, el giro del opuesto es m.

3.19 a) 12 £ 180°.
b) 3 £ (3m/4) rad.
c) 8 £ 330°.
d) 4 £ 120°.
e) 25 £ (2n/3) rad.
f) 10 £ 30°.
g) (7/5) £ (n/6) rad.
h) 32 £ 240°.
i)27 L nrad = —-27.

3.20 a) (1/2) £ 210°.
b) (1/3) £ (3n/2) rad.
c) (1/4) £ (5w/3) rad.
d) 4 £ nrad.
e) (1/e) £ (11n/6) rad.
f) (V7/7) £ 325°.

3.21 a) 12 £ 105°.
b) 15 £ 114°.
c) 2 L 44°.
d) 1 £ 85°.

3.22 a)2—-40-i++/2:(—16—-16-i)++y/3:(—24+14-i)++6 (32+16"1)
V3 (1-1) _ i
b)1+T 3

3.23 1+bi =2 £ 60° = 1+V3i. Por tanto, b = V3.

3.24 z+1/2 = c(cos 60°+i sen 60°). Por tanto, z = (c—1)/2+(cvV3/2)i.

3.25 El cociente que se suma es i/2; el resultado deseado es 1+i. Asi, z = 1+i/2.
3.26 El médulo de z1 es 4 y el argumento de z2 es 120°. Por tanto, z1 = 4 £ 150° = —2V3+2iyz2 =2 L
120° = —1+V3i.
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3.27 a) 6a—6bi: es seis veces el conjugado.

b) 3b—3ai: se multiplica a+bi por —3i.
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04 - Potencias y raices

4.01

4.02

4.03

4.04

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com

a)9-i

b) — 972 + 972 - i

c) — 64

d) 10000
e) —64 i
f) — 243 i

Soluciones - bloque 4

El médulo es 16-24 = 256; el argumento es 60°+4:210° = 900° = 180°. Resultado: 256 £ 180° =

—256.

a) Médulo /3; argumentos 75°, 255°.

b) Médulo 3; argumentos 60°, 180°, 300°.

c) Médulo 1; argumentos 67,5°, 157,5°, 247,5°, 337,5°.

d) Médulo 6/7; argumentos 45°, 165°, 285°.

El cociente vale —1. Sus raices clbicas son 1 £ 60°, 1 £ 180°y 1 £ 300°, es decir, 1/2+(V3/2)i,

=1y 1/2—(V3/2)i.

L

Re
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4.05

4.06

4.07

4.08

4.09

Soluciones - bloque 4

Las potencias se repiten cada cuatro exponentes: i, —1, —i, 1. Para todo entero n, i*" = 1, i*"*1 =i,
i4n+2 = —1], i4n+3 = —j, Con exponentes negativos, la sucesién comienza —i, -1, i, 1, —i, —1.
Im
[
,"'}-ﬁ—"‘~\
-1/ Y
* \) *
-1 '1
\ /  Re
\“;yu——f"/
|
a) 16 £ 60°.

b) 16 £ (2n/3) rad.
c) 729 £ 210°.
d) 125 £ (n/2) rad.

a) Base: /2 £ 315°. Potencia: — 4.
b) Base: 2 £ 135°. Potencia: 64 - i.
c) Base: 2 £ 120°. Potencia: — 8 + 8 - /3 - i.

d) Base: /3 £ 324,7356°. Potencia: — 13 - y/2 + 43 - 1.

a) 81[cos 100°+i sen 100°].

b) 512[cos 0°+i sen 0°] = 512.
c) 78125[cos 85°+i sen 85°].
d) cos n+isenmn = —1.

e) 81[cos 0°+i sen 0°] = 81.

a) Médulo 4; argumentos 40°, 160°, 280°.

b) Médulo 1; argumentos 30°, 102°, 174°, 246°, 318°.

c) Médulo 2; argumentos 45°, 117°, 189°, 261°, 333°.

d) Médulo 2; argumentos 30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330°.

e) Médulo y/3; argumentos 55°, 145°, 235°, 325°.

f) Médulo &/7; argumentos 12,5°, 72,5°, 132,5°, 192,5°, 252,5°, 312,5°.

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com
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4.10 a) Mdédulo 1; argumentos 0°, 180°.
b) Médulo 1; argumentos 0°, 120°, 240°.
c) Médulo 1; argumentos 0°, 90°, 180°, 270°.
d) Médulo 1; argumentos 45°, 225°.
e) Médulo 1; argumentos 30°, 150°, 270°.

f) Médulo 1; argumentos 22,5°, 112,5°, 202,5°, 292,5°.

4.11 a) Médulo 25; argumentos 30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330°.
b) Médulo 1; argumentos 90°, 210°, 330°.
c) Mddulo 2 - 3y/2; argumentos 30°, 150°, 270°.
d) Médulo 1; argumentos 15°, 135°, 255°.
e) Médulo 5/2; argumentos 60°, 132°, 204°, 276°, 348°.

f) Médulo 5; argumentos 0°, 90°, 180°, 270°.

Im a)
Im b) Im c)
2 2
PR G // N\
L7 e PP St s i *
o L3 % ~ H |
/ / \
! \\‘ / \ T i T O T T : T
! \ / \ -31 -2 -1 1 273
L T T 1 i \ \ /o
-2\ -1 12 ! ! = e
\ / 1 > 1
i ¢ Re -1 1
* -1 \ /R -2
b\ / e

Im d) Im e)

,1.‘
{
/

3

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com 55



NUMEROS COMPLE]JOS Soluciones - bloque 4

4.12 -1-2-i—-y3:(2-i)y—1-2-i++/3-(2—1i). Se obtienen girando 120° y 240° alrededor
del origen.
Im
6-
ST 244
// 4 p A
p Ny
! S/
[ 7 \\
Rabr 25 W3 —2 -'_11_ 12| 3 4'1,':5' 6
\ \\ i l /' Re
i\ | ~
. \4/
S~~z4 -~ Raiz3
—5-
—6-
4.13 Ambos valores elevados a n deben coincidir, por lo que n-90° es multiplo de 360°. Asi, n = 4m,

con m entero positivo, y z = 6*™ £ (120°m). Hay infinitas soluciones. El minimoesn =4y z =
1296 £ 120°.

4.14 a) El radicando es —16i. M6dulo 2; argumentos 67,5°, 157,5°, 247,5°, 337,5°.
b) El cociente es i. Médulo 1; argumentos 45°, 225°.

c) El radicando es —i. Médulo 1; argumentos 90°, 210°, 330°.

4.15 El radicando es 2 £ 90° = 2i. Sean A = M yB = M Las raices son A+Bi,
—B+Ai, —A—Bi y B—Ai. Sus argumentos son 22,5°, 112,5°, 202,5° y 292,5°.

4.16 Se gira 120° y 240°: — 5-V3 % I _23 V3) y -0 -4 '2' V3 A+ g msdulo
comun es V34,

4.17 Cada grupo de cuatro potencias consecutivas suma cero. Segun el resto de n al dividirlo entre 4,

el resultado es: resto 0 » 1; resto 1 —» 1+i; resto 2 — i; resto 3 —» 0.
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05 - Ecuaciones y sistemas

5.01 a) Mdédulo 1; argumentos 0°, 120°, 240°.
b) Médulo 2; argumentos 36°, 108°, 180°, 252°, 324°.
c) Médulo 2; argumentos 45°, 135°, 225°, 315°.

d) Médulo 3; argumentos 0°, 90°, 180°, 270°.

5.02 a)—1-i—-1+i
b) -3 -i,-3+i.
€ -5-2-i,-5+2"i
d)5—1i,5+1i.
5.03 a)g_%
b) 5+ 11

5.04 a) Mddulo 2; argumentos 0°, 90°, 180°, 270°.
b) Médulo 2; argumentos 60°, 180°, 300°.
c) Mddulo v/3; argumentos 0°, 90°, 180°, 270°.

d) Médulo 3%; argumentos 60°, 180°, 300°.

5.05 a)—7-i,7-i.

b) -8-i,8-i.
c)—11-i,11-i.
d)—2-i,2-i.
e) —10-i, 10 -i.

5.06 a) Si: el primer miembro vale 0.

b) Si: el primer miembro vale 0.

c) No:z2 =1y z3+1 = 2.

5.07 Escribe z1 = 1+bi, zz2 = 2+di. Entonces b+d = 2 y 2+bd = 0. Las dos parejas son z1 = 1+(1+V3)i,
z2 = 2+4+(1-V3)i; 0 z1 = 1+(1—V3)i, z2 = 2+(1+V3)i.

5.08 Siz1 =izz2y z1+22 = 3, entonces zz = 3/(1+i) = 3/2—(3/2)i y z1 = 3/2+(3/2)i.
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5.09 a) Mdédulo 1; argumentos 36°, 108°, 180°, 252°, 324°.
b) Médulo 5; argumentos 0°, 90°, 180°, 270°.
c) Médulo 1; argumentos 0°, 72°, 144°, 216°, 288°.

d) Médulo 2; argumentos 45°, 135°, 225°, 315°.

5.10 a) x = 2+3i.
b) x =0, 2, -14+V3i, —1-V3i.
c) x = £V(343V2) y x = iV(3vV2-3). Seusa t = x2: t = 3+3V2.
d) x =0, =3, 3/2+(3V3/2)i, 3/2—(3V3/2)i.

5.11 a) x2—2x+2 = 0; la otra raiz es 1+i.

b) x2—6x+13 = 0; la otra raiz es 3+2i.
5.12 La sustitucion da —10—m = 0, luego m = —10. La otra raiz es 3+i, conjugada de la primera.

5.13 El producto de las tres raices es 2. Como i-2i = —2, la raiz restante es —1. Al desarrollar (x—i)
(x—=2i)(x+1) se obtienep =1-3iyq=—-2-3i.

5.14 a) x = [-1xv5]i/2.

b) Las raices son x = 1+(A—Bi), donde A = \/% + _v210 yB=+- % + _v210 Se obtiene de x =
1+V(1-3i).
c) x=3iyx=4i

d) x3 = 27i. Médulo 3; argumentos 30°, 150°, 270°.

5.15 __ 29, 3-i
X 5+ 5

5.16 Escribe z = (b+1)+bi. La parte imaginaria del cubo es b(2b%+6b+3). Al igualarla a cero se
obtienen: 1, 1= =2-1=V3:D 1, V3  1(=3+V3)
2 2 2 2
5.17 z = 0 es solucion. Siz # 0, en forma polarr® = rimplicar =1, y 3a = —a (mddulo 360°) da a =

0°, 90°, 180° 0 270°. Soluciones: 0, 1, i, =1y —i.

5.18 Sean z = a+bi y su conjugado. La diferencia obliga a b = 3. De z = i-conj(z) se deducea =b = 3.
Los nimeros, en el orden indicado, son 3+3iy 3—-3i.

5.19 El producto de raices es 6i, asi que la tercera raiz es i. Al desarrollar (z—2)(z=3)(z—i): a = =5-iy
b = 6+5i.
5.20 z/w = (2i)2 = —4, luego z = —4w. Como z+w =i, resulta w = —i/3 y z = 4i/3.
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5.21 a) x2—6x+10 = 0.
b) x2+4x+29 = 0.

5.22 a)z=-1+io0z=3-i.
b) z = 1+i, —1-i, 2i, —2i.
c) z=2+3i, —2-3i, 2—-3i, —2+3i.

5.23 a)—55—41-i
b)—1-2-i

5.24 a) X = 2+3i 0 X = —2+5i. Se usa x = 4i+V(3—-4i) = 4i+(2-i).
b) x = 3+2i, y = 2—-3i.

5.25 La parte real es 8 y cada mdédulo es 10. Asi, 82+b? = 100, luego b = =6. Los nimeros son 8+6i y
8—6i.
5.26 Al multiplicar por x—1 se obtiene x°—1 = 0. x = 1 no cumple la ecuacién inicial y se excluye. Las

cinco raices son 1 £ 60°,1 £ 120°,1 £ 180°,1 £ 240°y 1 £ 300°.
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06 - Geometria con complejos

Soluciones - bloque 6

6.01 Los giros sucesivos de 90° equivalen a multiplicar por i: B(—2,3), C(—3,—2), D(2,—3). Todos estan

a distancia V13 del origen.

6.02 A(3/2,3V3/2), B(—3,0), C(3/2,—3V3/2). Los argumentos son 60°, 180° y 300°, y el médulo comun

es 3.
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6.03 (5+2i)i = —2+5i: giro antihorario de 90° alrededor del origen. (5+2i)i2 = —5-2i: giro de 180°, que
da el opuesto.

6.04 a) 6 £ 270° = —6i. Se multiplican los médulos y se suman los argumentos.
b) 3 £ 90° = 3i. Se dividen los médulos y se restan los argumentos.

c) 16 £ (2n/3) rad = —8+8V3i. Se eleva el mdédulo a la cuarta potencia y se multiplica el

argumento por 4.

Ima) Producto Im c) Potencia
z4 154
u 27 Im b) Cociente

10

T
uv -10 =5
_7 -
Re

6.05 El factor es el cociente: (6 £ 150°):(2 £ 30°) = 3 £ 120° = —3/2+(3V3/2)i.

Final

Factor
L]

Inicial
@

T T
2 3

Re

e
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6.06

6.07

6.08

6.09

El divisor es (12 £ 300°):(4 £ 120°) = 3 £ 180° = —3.
Im
Final >
Divisor
5 :
Re
_5_
-10+ o
Inicial

Soluciones - bloque 6

Las raices son 3+3i, —3+3i, —3—3i y 3—3i. Elevando cualquiera a la cuarta: (3+3i)* = —324. Por

tanto, el nUmero es —324.

Los otros vértices son 2 £ 102°,2 £ 174°,2 £ 246°y 2 £ 318°. El complejoes (2 £ 30°)>=32 L

150° = —16V3+16i.

Las raices son 1+i, —1+i, —1—iy 1—i. Forman un cuadrado de lado 2; el drea es 4 unidades

cuadradas.

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com

Re

62



NUMEROS COMPLE]JOS Soluciones - bloque 6

6.10 Se multiplica —3—2i por cos(72°k)+i sen(72°k), para k = 1, 2, 3, 4. Los afijos aproximados son
(0,9751, -3,4712), (3,6026, -0,1453), (1,2515, 3,3814), (-2,8292, 2,2351).

IS
1
lw)

_\m
/ \
|l

6.11 Sea z = a+bi, con b # 0 para que el tridngulo no degenere. El lado entre conjugados mide 2|b|.
Igualando su cuadrado con la distancia a —5: (a+5)%+b? = 4b?, luego a = —5+V3|b|. Hay infinitas
soluciones: z = —5+v3|b|+bi, con b real no nulo.

6.12 Las raices tienen médulo 2 y argumentos 30°, 90°, 150°, 210°, 270° y 330°. El hexagono tiene
lado 2 y apotema V3. Su area es (12:V3)/2 = 6vV3 unidades cuadradas.
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Soluciones - bloque 6

6.13 a) Cuadrado: radio 8, lado 8v2, &rea 128 unidades cuadradas.
b) Tridngulo equildtero: radio 16, lado 16v3, drea 192v3 unidades cuadradas.
Im Cuadrado Im Tridngulo
154
pd
104~
P
L o
Ao —20 :.1{&'10 5 D
\\ -5 Re
—10-\\
_15_
6.14 El lado tiene vector 3+4i. El giro horario de 90° es 4—3i. Sumdandolo a ambos vértices se obtienen
10+2iy 7—2i; este Ultimo esta en el cuarto cuadrante.
Im
6.15 5

+ # V13 £ 133,8979°.

Inicial
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6.16

6.17

MATEMATICAS I - 1.2 BACHILLERATO - recursoseso.com

Los giros de 90°, 180° y 270° dan (-3,

20 unidades cuadradas.

Soluciones - bloque 6

—1), (1,-3) y (3,1). El lado mide v20, por lo que el area es

1+i = V2 £ 45°. La potencia n-ésima es 22 £ (45°n). Parande1a10:1 +i,2-i, -2+ 2 i, —
4, -4 —-4-i,—-8-i,8—-8"-i,16,16 + 16 i, 32 - i. Cada paso gira 45° y multiplica la distancia al

origen por v2.

65



NUMEROS COMPLE]JOS Soluciones - bloque 7

07 - Demostraciones y profundizacion

7.01

7.02

7.03

7.04

7.05

7.06

7.07

7.08

7.09

7.10

Al desarrollar (cos a+i sen a)3 e igualar partes reales e imaginarias con cos 3a+i sen 3a: cos 3a =
cos3a—3cos a sen2q; sen 3o = 3c0s?a sen a—sen3a.

a) Las raices tienen mdédulo V2 y argumentos 30°, 120°, 210° y 300°. Se agrupan en parejas
opuestas, que suman cero.

b) Las raices tienen médulo 2 y argumentos 0°, 60°, 120°, 180°, 240° y 300°. Las parejas
separadas 180° suman cero.

Si ax2+bx+c = 0 tiene a, b, c reales y discriminante A < 0, las raices son —b/(2a)xivV(—A)/(2a).
Comparten parte real y tienen partes imaginarias opuestas: son conjugadas.

Para n = 2, el producto es —1; para n = 3, es 1. En general, los médulos valen 1 y la suma de
argumentos es [360°/n]-n(n—1)/2 = 180°(n—1). El producto es (—1)"1, equivalente a (—1)"+.

Se cumple |z+w| = |z|+|w]| (desigualdad triangular). Hay igualdad si uno es cero o ambos tienen
el mismo argumento. Se demuestra con |z+w|? = |z|2+|w]|2+2Re(z:conj(w)) = (|z]+|w])2.

Para z = 0, multiplicar por un real positivo conserva el argumento. Un real negativo afiade 180°;
por ejemplo, i-(—=1) = —i. Si el factor o z es cero, el producto no tiene argumento definido.

Si, siempre que ambos sean no nulos: 1/(z1z2) = (1/z1)(1/zz2). Si alguno es cero, los inversos
implicados no existen.

Si z1 = a+biy z2 = c+di, conj(zi+z2) = (a+c)—(b+d)i, que es la suma de los conjugados. En el
producto, conj(zizz) = (ac—bd)—(ad+bc)i = (a—bi)(c—di). Estas reglas se extienden a sumas y
potencias. Para un polinomio P de coeficientes reales, P(conj(z)) = conj(P(z)); si P(z) = 0, también
P(conj(z)) = 0.

Se tiene u> = 1y u # 1: es una raiz clbica primitiva de la unidad, de argumento 120°. Para z =
—2+5i, los tres valores elevados al cubo dan 142 — 65 - i. En general, (uz)® = (u?z)3 =2z3.Siz= 0,

son tres raices distintas, separadas por giros de 120°; si z = 0, coinciden en cero.

Cada factor z<+conj(z)« vale 2r«cos(ka). Se cancelan los cosenos no nulos. Como 1+2+:--4+n =

1

n(n+1)/2, el resultado es S T I
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7.11 a) Es necesario a+bi # 0. La condicién es que t = (c+di)/(a+bi)? sea real y cumpla 0 <t = 1/4. En
términos reales: d(a?—b?)—2abc = 0y 0 < c(a?2—b?)+2abd = (a2+b?)?/4.

b) Si las raices tienen el mismo argumento, son riu y rzu, con ri,r2 > 0y |u| = 1. Entonces t = rirz2/
(ri+r2)? pertenece a (0,1/4]. Reciprocamente, con ese t, las raices son —(a+bi)[1xv(1—4t)]/2: los
dos factores reales son positivos, por lo que comparten argumento. t = 1/4 corresponde a una
raiz doble.

7.12 a) 225. Segln qué pareja coincida, los casos son 95, 95, 35. Son excluyentes y su suma da el
total. En el Ultimo grupo, (1+i)¥ es un entero entre 0 y 19 solo paray = 0 (valor 1) e y = 8 (valor
16).

b) 3+3i. Al multiplicar las dos ecuaciones se obtiene z2 = 18 £ 90°; las raices son =(3+3i), y solo
3+3i figura entre las opciones.

c) 2 £ 180° = —2. El polinomio factoriza como (z2—9)(z?+4), con raices £3 y *2i.

d) n = 97. Cada bloque de cuatro términos suma 2—2i. Los primeros 96 suman 48-48i y el
siguiente es 97i.

e) 1. El cociente tiene mdédulo 1 y argumento —60°; su potencia duodécima tiene argumento
—720°, equivalente a 0°.

7.13 Como los coeficientes son reales, P(conj(z)) = a-conj(z)?+b-conj(z)+c = conj(az?+bz+c) =
conj(P(z)) = 0.

7.14 Sea z = a+bi. El determinante de los vectores (a—1,b) y (a2—b?—1,2ab) es b[(a—1)?+b?]. Se anula
Unicamente si b = 0, pues el segundo factor solo es cero cuando a = 1y b = 0. Por tanto, z puede
ser cualquier nUmero real. Si se exigen tres afijos distintos, se excluyen 0, 1y —1.

Im
1 z=2 z2=14
U hd hd T hd
1 2 3 4
Re
7.15 a) Como a, b y c son no nulos, los polinomios normalizados deben coincidir. Se deduce (a,b,c) =

a(l,k,k?), con k3 = 1. La ecuacién normalizada es x2+kx+k? = 0; sus raices son kw y kw?, donde w
= —1/2+(V3/2)i.

b) Si los coeficientes son reales, necesariamente k = 1, luego a = b = c y las raices son —1/2+
(V3/2)i.
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7.16 A es la semirrecta z = 2+3i+t(1+i), con t > 0. La distancia al centro 2+i cumple |z—(2+i)|? =
t2+(2+t)2 > 4. Por tanto, A n B es vacio y también lo es su proyeccién. La recta completa y = x+1

daria otro problema: los puntos de la parte que atraviesa el disco tienen argumento 5m/4 respecto
a 2+3i, no /4.

7.17 El médulo de an es vV2:V(3/2)--V((n+1)/n) = V(n+1). Ademés, an+1 = an(1+i/¥V(n+1)), de modo
que |an—an+1| = |an|/¥(n+1) = 1. La suma de m términos vale m; por tanto, m = 1990.
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08 - Complejos y circuitos eléctricos

8.01

8.02

8.03

8.04

8.05

8.06

8.07

8.08

Es un conjunto de elementos conectados que permite el paso de corriente cuando existe un
camino cerrado. Puede contener fuentes, conductores, resistencias, condensadores, bobinas y
dispositivos de control.

La impedancia Z relaciona los fasores de tensién y corriente: Z = V/I. Relne resistencia y
reactancia en un nimero complejo. La admitancia Y es su inversa. Z se mide en ohmios (Q) e Y en
siemens (S).

Y =1/Z, para Z # 0; reciprocamente, Z = 1/Y, para Y = 0.

Se utilizan para analizar circuitos de corriente alterna y su respuesta a distintas frecuencias. La
impedancia corporal describe la relacién entre tensién y corriente en los tejidos mediante un
modelo eléctrico; depende de la frecuencia y de las condiciones de medida. Su estudio tiene
aplicaciones en bioimpedancia y en el andlisis de la seguridad eléctrica.

|Z] = V(32442) = 5 Q. Y = 1/(3+4j) = (3—-4))/25 S = 0,12-0,16j S.

Z=1/0,25=4Q.

Para R2+X2 = 0: Y = (R—X])/(R2+X2). Por tanto, G = R/(R2+X2) y B = —X/(R2+X2?), ambas en
siemens si Ry X estdn en ohmios.

Y = (6+4j)/(62+42) = 3/26+j/13 S. Conductancia G = 3/26 S; susceptancia B = 1/13 S.
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