SOLUCIONARIO

6 Integral definida

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Obtén, con el método visto, el area del trapecio limitado por larectay =2x + 1, el eje Xy las verticales x =0
y X =4, Calcula el area geométricamente y compara los resultados.

. . . : 1 .
Se divide el intervalo [0, 4] en 4n subintervalos, cada uno de longitud —. Se calcula la suma de las areas de los
n

rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo

derecho.
- 2+4+6+---+2(4n-1)+8n
Sn:i{[2£+1j+(23+1}t...+(24n 1+1j+[24—n+1ﬂ_£{ +4+6++2( )+ +4n}—
n n n n n n
2+8n4n
2 2 2
2 zi{w+4n}:i{4n+16n +4n }:4n+50n _4+20n _4 o
n n n n n n n n n

Se toma, como area del recinto, el nimero A= |lim S, es decir, A= |im (—+ 20) =20 u®. Geométricamente, el

n—+o0 n—>+0\ N

trapecio tiene altura 4 y bases 1y 9. Su édreaes A= 97+1 4=20 U, que coincide con la obtenida con el método

anterior.

3. Obtén una férmula para 1®*+2%+...+n®, procediendo como el ejemplo y desarrollando las potencias
cuartas de (n+1).

=1
20 =(1+1)" =1+ 4.2 +6-2+4-1+1

(n+1)4:n4+4-n3+6-n2+4-n+1

Sumando los primeros miembros y los segundos miembros, se obtiene:

1 +2 4+ (n+1)° :(1"’+24 +~-~+n4)+4(13 +28 +---+n3)+6(12 + 22 +-~-+n2)+4(1+2+~--+n)+n+1
Luego (n +1)* =4(13 +28 +---+n3)+6(12 + 22 +---+n2)+4(1+2+~-~+n)+n+1

Se despeja la suma de los n primeros cubos y se aplican las férmulas ya conocidas:

Batanaps (D 6@ +2% 4 4n®) 442+ 4m)-(n+D) _ (n+D)' -n(n+D@n+D-2An+Dn-(n+1)
4 4

(n+1)(n®+3n*+3n+1-2n*-n-2n-1) (n+1)(n®+n®) n’(n +1)°
4 - 4 4

Asipues, B +28+...4+n% = =
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Usa el resultado del ejercicio anterior para calcular el area limitada por la grafica de Y| )
f (x) =x3+1, el eje Xy las rectas x =0y x = 1. Toma en cada subintervalo como Ci
el extremo derecho.

4

0| 1 X

- . , , 1 .
Se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos, cada uno de longitud = . Se calcula la suma de las areas de los
n

rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo
derecho.

r 3 3 3 3 3 3
Sn:i [EJ +1+[£j +1+...+(ﬂj +1}:i[n+1+2++n}
ni\n n n n n

Aplicando la férmula encontrada en el ejercicio anterior:

" n n® n " 4n 4n? 4 4n?

il 13+23+...+n3} 1[ nz(n+1)2} 1{4n2+n2+2n+1} 5n°+2n+1 5 2n+1
S, =—|n+—————|==|n+ s - = ==+
n

p . , . . . 5 2n+1) 5
El &rea del recinto es el nimero A= lim S, es decir, A= |lim (—Jr J; jz TS
n—+w no+ol 4 4an 4

Ejercicio resuelto.
4 4
Seaf contintaen [-1, 4] y g(x)=f(x)+2.Si j f (x)dx =5,ca|cuIaI g(t)dt.
-1 -1
4 4 4 4
J' g(t)dt:I (f(t)+2)dt=J. f(t)dt+J. 20t =5+ 2(4—(-1)=5+2-5=15
-1 -1 -1 -1

1 2 3
Si I f(x)dx =2 I f(x)dx=§yj f(x)dx = 2L halla:
0 3 & 3 0 3

a) J.:f(x)dx b) Ilsf(x)dx c) J.Zsf(x)dx

2 1 2
a)jf:ff+jf=f+§=4
0 0 1 3 3
3 3 1
o [Cr-[r-[lr-totT
1 0 0 3 3 3

3 3 2
o [fr-[Ce-]r-1-8-2
2 1 1 3 3 3

8y9. Ejercicios resueltos.

|
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10. Para la funcion de la grafica, halla su valor medio y el valor ce[0,3] cuya Y

existencia asegura el teorema del valor medio. T

-

0 1

X

3
Se debe encontrar el valor f(c), siendo c el nimero del intervalo [0, 3], que cumpla I (§+1]dx =f(c)(3-0).
0

3

Como I

0 0

Entonces, f(c)(3-0) = % =f(c)= % , es el valor medio de la funcion en dicho intervalo.

Por tanto, si f(c) = %+1: % , despejamos y concluimos que ¢ :% .

11. Halla el valor medio de las funciones g y h:

a) b) Y|
Y . h
PEER 1
o 1 X
0 1 X

9

3
(§+l)dx es el area de un trapecio de altura 3y bases 2 y 1, su valor es .[ (§+1jdx = %3 =3

5
a) Se debe encontrar el valor g(c), siendo ¢ el nimero del intervalo [0,5] que cumpla j g(x)dx=g(c)(5-0).
0

Se calcula esta integral hallando el area de las tres regiones (un cuarto de circulo que esta por encima del eje

X; un triangulo que esta por debajo del eje X; un tridngulo que esta por encima del eje X).
2

. , T
El area del cuarto de circulo es

=7 . El area del triangulo que esta por debajo del eje X es 271 =1. Esto

4
indica que J. f(x)dx = -1, ya que al estar por debajo del eje X, la integral es el opuesto del area. El &rea del
2

triangulo que esta por encima del eje X es 171 = %

5 2 4 5
Contodoesto:j g(x)dx:j g(x)dx+j g(x)dx+j g(x)dx:n—1+1:n—1
0 0 2 4 2 2

Por tanto, g(c)(S—O):n—%:g(c):% es el valor medio de la funcion en dicho intervalo. Como

2n—-1

glc) = 10 =0,53, habrd dos valores de c: uno en la circunferencia x2+(g(x))2:22, es decir,

2
c2+(2251) =4, de donde sacamos que ¢ =193.Y el otro en la recta y =x -4, es decir, g(c)=c-4,

0,53=c—-4, c =4,53. Asi pues, hay dos valoresde c: ¢ =193 y ¢ =4,53.

b) El recinto limitado por la funcién h y el eje X en [O, g} se descompone en tres partes:

3 3
1+— 1 5 1+— 5
e Dos trapecios, uno de area S, = 2.2-2 yotro de 4rea S, = 2.1=2
2 2 8 4
L (1Y 8-n
e Un cuadrado menos un semicirculo: S, = 1—5 5) =78
5 3 3 5 5 8.7 5 23
Con todo esto J Zh(x)dx :I 2h(x)dx+."12 h(x)dx+J‘32 h(x)dx =2+ 2% 2 227 T
0 0 : 3 8 4 8
Por tanto, h(c)(g—o): 23-n =h(c)= 23-n =0,99. Hay dos valores de ¢ en la circunferencia

correspondena c; =05 y c, =15.

i
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12. Calculalas siguientes integrales definidas.

1 4
a) j‘ x(xz—l)dx c) j«/;dx
-1 0
b) J.fcostdt d) rsen(ZX—l)dx
2 0
1 1(x2-2) 1 11
a) J x(xz—l)dx= =2 7 | ==.0-=.0=0 (observa que la funcion f(x)=x(x2—1)=x3—x es una
-1 2 2 4 4

-1
funcién impar y como el intervalo de definicion esta centrado en el origen, la integral ha de ser cero).

b) chostdt —[sent]? =senZ —sen£=M
z = 4 2
4 4
4 3 !
c) I Ixdx = 2VX =E
0 3 3
0
d) J‘nsen(2x—1)dx= _cos(2x—1) _ cos(2¢u—1)+cos(0—1):0
0 2 2 2

13. Determina el valor de estas integrales.

1 eZ

a) j 3 dx o [F X gy
-1X°+1 e X
2 x

b) I e dx d) I"tgxdx
2 0

13 1 b T 3n
dx =(3arctgx| . =3| ——| —— | |=—
? .[-1x2+1 [ oxl, (4 [ 4)) 2

b) j _22 e dx =[-e™ }: =’ -(-e?)=e’- e—lz

2
e? 27° 2)? 2

o) J' Inxdx=[(lnx) } =(Ine ) _(ine) _, 1.3

e X 2 e 2 2 2 2

5

a9 [ _[- G- Y2 __1 _1
) L tgxdx =[ In(|cosx|)]g In > INv2 +In2 2In2+|n2 2In2
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14. Ejercicio resuelto.

15. Calculalas derivadas de las siguientes funciones con estos métodos:
1. Calculando laintegral y derivando.

2. Aplicando el teorema fundamental del calculo.

a) g(x):IXOtht b) g(x):J‘:tgtdt c) g(x):J.:aeada

0 X
: . _ _ _ 27X 2 , _
a) Integral y derivando: g(x)_'[X 2tdt _—L 2tdt _—[t ]O =-x*=9'(x)=-2x

0 X
Teorema fundamental del célculo: g(x) = I 2tdt = —J. 2tdt = g'(x)=-2x
X o]

_ (=senx) i
COS X

b) Integral y derivando: g(x)= I tgtdt = [—In(cost)]: = g(x)=-In(cosx) = g'(x) = gX
0

Teorema fundamental del célculo: g(x) :I tgtdt = g'(x) =tgx
0
c) Integral y derivando:

g(x) =J-eaeada= —raeada: g(x)=—[ea(a—1)]: =—-e*(x-D+e®(e-1D=g'(x)=—xe*

e

e X
Teorema fundamental del calculo: g(x) = J. ae®da= —J. ae® = g'(x) =-xe*
X e

16. Hallalas derivadas de las siguientes funciones.

a) g(x):fxzsentht b) g(x):j e dt

x3
a) f(x)= {—cc;s Ztl - %(—cos(2x3) + cos(—2x2)) , su derivada es: f'(x) = 3x’sen(2x? ) + 2xsen(-2x?)

También se puede calcular observando que g (t) =sen2t es continua y por ello:
f(x)=[G (t)]i2 :G(x3) —G(—xz), donde G'(t)=sen2t

Por tanto, f'(x) =G'(x®)3x® - G'(-x?)(-2x) = 3x’sen(2x°) + 2xsen(-2x?)

X2+X

Loy (Xz + x) -H(3x-2),con H'(x) = e , por tanto:

b) La funcién h(t):e’12 es continua = g(x) =[H(t)]

9'(x) = (2x + H"(x? + x) - 3H"(3x - 2) = (2x + 1)3*(*”)2 e3P

17. Ejercicio interactivo.

18 a 20. Ejercicios resueltos.
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21.

22.

23.

24.

Calcula el area de laregion limitada por la graficade y = 1 X elejeXylasrectasx=1y x=2.
+

x?'
La funcion es positiva en [12] = A= j "X = 1[In(1+ xzﬂ2 = 1(In5 -In2) v’
11+ x° 2 102

Calcula el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la graficade y = x* —2x — 3.

La funcién es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X en los puntos de abscisas -1y 3.

3 3 : 2) 32
La regién queda por debajo del eje X = A= —J- (x2 —2x - S)dx = {X? -x% - 3x} = —[—3?] = % u?.
1
1

Dibuja el recinto encerrado entre las gréficas de las funciones y = x> —6x ey =3x y calcula su area.

La grafica de f(x)=x*-6x =x(x-6) es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X ||| Y |
en los puntos A(0,0) y B(6,0). La grafica de y = 3x es una recta creciente que pasa por el \ f
origen. Los puntos de corte entre ambas graficas se encuentran resolviendo la ecuacion /

x? —6x = 3x , es decir, son los puntos A(0,0) y C(9,27).

n—"

El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la pardbola y su area es: /

9 9 3 2P y X
A :J‘ [3x - (x* ~ 6x) ] dx :I (¢ +ox)dx = | -2 2T 28 10150 2 \

0 0 3 2 o 2

Calcula el &rea de laregion limitada por estas cuatro curvas: y=x+5,y=2,y=-1, y2 =X

La gréfica de la curva y2 =X, que no es una funcidn, se puede obtener dibujando estas dos graficas:
y =x y=-x

Por tanto, la regién es la que se muestra.

Los vértices de la region son los puntos de interseccion de las curvas Y
gue se cortan: y=x+5 _ld
B c_l +—
A(-6,-1) B(-3,2) V=2 ) —
C(4,2) D(1-1) :
’ 01 X
La regi6n que esta a la izquierda del eje Y es un trapecio de altura3 | A | y=r1 D T
y bases 6y 3. I —
y=-1x
Suédreaes A, = 6+3 -3:2—27 ul
Otra region esté limitada superiormente por y = 2 e inferiormente por y = Jx , Su &rea la da la integral:
4 4
A, =J. (2—&)dx:[2x—g\/2x3} _g_16_8 2
0 3 0 3 3
La otra region esta limitada superiormente por y = —/x e inferiormente por y = -1, su area:
1 1 1
A :'[ (—/x = (~1))dx :J 1-+/x)dx :[x—gvz xﬂ I SA=A+A +A, _2r 8,1 3 p
0 0 3 o 3 2 3 3 2

|
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25. Se considera el recinto del plano limitado por la curvay =—x%+2x y por lacurvay = x? = 10x.

a) Dibuja el recinto. b) Calcula el area del recinto.

a) Lafuncion y = —x2 +2x es una parabola céncava hacia abajo que corta al eje X [

en los puntos A(0,0) y C(2,0). A(0, 0>

5 X
La funcién y = x?> —10x es una parabola céncava hacia arriba que corta al eje X / I\ L\ /
en los puntos A(0,0) y D(10,0). P

y=X 10x

Los puntos de corte entre ambas se encuentran resolviendo el sistema formado / B(6,=24)
por sus expresiones y son A(0,0) y B(6,-24). y 2o+ 2x

b) El area del recinto es:

6
A= JOS [—XZ +2x - (x2 —10x)}dx = J: (—Zx2 + 12x)dx = {—¥+ 6X2:|0 =72 W%

26. Dada la funcion f(x)= 3+2x2-x*, hallalos puntos de corte con el eje X y calcula el area de la regién del

plano encerrada entre esa curvay el eje X.

Los puntos de corte con el eje X se encuentran resolviendo la ecuacion Y
bicuadrada 3+ 2x® - x* =0 y obtenemos Gnicamente dos puntos:
/ \
A(—\/§,O) y B(\/§,O) . Como la funcién es pary lim f(x)=-o, P |
X—>+00 l 1 lB((,«\[g)
ya podemos realizar un esbozo de la gréafica y la regién de la que se habla. A ?Tu o 1] X
Como la funcién es par el area pedida sera: ‘
J3 3 5 V3
A= 2.[ (3+2x2 —x4)dx =2|3x +2L_X_ :ﬁ:llog u?,
0 3 5 5
27. Calcula el &rea de laregién encerrada entre las gréficas de f(x)=2x —x* y g(x)=x? —g .
Primero hay que calcular los puntos de corte de ambas funciones: \ Y[o(3]3)/
x2—§=2x—x2:>4x2—4x—3=0:>x=—1,x=E \ ARSIEY
2 2 2 iy A
s L\ /
La region esta limitada entre dos curvas: f(x)=2x - x2 por arriba y g(x)=x? -5 / 1 \ X
por debajo; asi pues, el area pedida es: Yy /
: ; : R A
d 2 3 2 !
A=J-21[2x—x2 —(xz —gﬂdx :Izl(—ZXZ +2X +§)dx = {—2L+X2 +3—X} 8.
- 2 - 2 3 2 ,% 3

28y 29. Ejercicios resueltos.
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30.

31.

32. Sobre una particula a x metros del origen, actta una fuerza F(x) =3x2 +2x (N). ¢Qué trabajo realiza F al

33.

. ) e* +e™
Halla la longitud de la catenaria y = — entrex=-1yx=1.

, e —eX 1 o2 14 +e®* +e2* -2 1 1\/7,
f (x):T: L%’:IO’,:HF (x)] dx:joqffdx:gj.o e +e® +2dx =
1 1
:lj ,[(ex+e”‘)2dx=1j (e"+e’x)dx:1[ex—e’x]l=1(e—lj u.
2Jo 2Jo 2 o 2 e

L 1
Por ser una funcién par L', =2L; =e—=.
e

Calcula la longitud de la llamada pardbola semicubica (aunque no lo es su grafica se parece a una

3
parabola) y =x2 entrex=0y x=4.

3 1

La derivada de la funcién f(x)=x2 es f'(x) = %xz .
La longitud pedida es:

2 4

1 3
4 4 2 4 4 >
LéZI VL+[F(x) zdx:j 14 22 dx:I 4}1+9—de:ij- 24}1+9—de:i E(Hg—sz =9,07 u.
0 0 2 0 4 9Jo 4 4 93 4

5
moverla desde x =1 hasta x =5 m? (El trabajo se calculacomo W =I Fdx).
1

5 5 .
W=I F(X)dX:J. (3x2+2x)dx:[x3+x2J —148 J
1 1 1

* Halla el volumen del sélido que se forma al girar laregion bajo la graficade y =1+cosx en [0,2x].
2n 2n
\Y :I n(1+cosx)? dx = n_[ (1+ cosx)? dx
0 0 v
J(1+cosx)2 dx =J1+ 2cosx +cos? xdx = x+23enx+jcoszx dx RN <
I N //
y, por partes: o 1 X
f(x)=cosx f'(x)=-senxdx
g'(x) = cosxdx g(x)=senx

jcosz x dx :senxcosx+Isen2xdx =SenXCOSX+I(1—COSZ x) dx = senxcosx+x—jcoszx dx

X +Senxcosx 4

Despejando se obtiene: Icosz X dx = >

C

2n 2n

Portanto, V = | (1+cosx)?dx = n[x +2senx + $
0

X + SeNnxcos x
—J “ 3

2 0

|
ST
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34. Lapoblacién de Circulandia, una tipica ciudad, decrece conforme nos alejamos de su centro. En efecto, su
densidad de poblacién es 10 000(3-r) habitantes/km” siendo r la distancia al centro en km.

a) ¢Cuél es el radio de la zona habitada de la ciudad?

b) ¢Cuél es la poblacion de la ciudad?

a) Como la densidad en los confines de la ciudad es 0, entonces 10 000(3—r) =0, es decir, r = 3 km.

n 3
b) P= Ilim ZaniArf(ci)=I 27r10 000(3 —r)dr . Se calcula esta integral:
n—+0 = 0

3 3 2 373
j' 27r10 000(3 - r)dr = 20 000% I @3r —r2)dr =20 ooof{%—%} =90 000x = 282 743 habitantes.
0 0
0

35. Ejercicio interactivo.

36 a44. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS

Area bajo una curva

45. Halla el area de la region sombreada utilizando los diferentes métodos propuestos en los distintos

apartados. Comprueba que siempre obtienes el mismo resultado.

a)

b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

Y

—

Dividiendo el intervalo [2,3] en n subintervalos de longitud —, tomando como altura de cada rectangulo la
n

ordenada de su extremo derecho y calculando, finalmente, el limite de la suma de las &reas de los rectangulos

cuando N — +o0.

Procediendo como en a, pero tomando como altura de cada rectangulo la ordenada de su extremo izquierdo.

Hallando una primitiva F de la funcion cuya grafica es la recta oblicua que limita la regién y hallando

F(3)-F(2).

Utilizando la formula que nos da el area de un trapecio.

La ecuacion de la recta que limita superiormente el trapecio esy = x + 1.

2 2
S, :1[2+£+1+2+3+1+...+2+£+1}:E[Sn +l+2+—+nJ:i2{3n2+1-;n n}:i{w}:

n n n n n n n n? 2

1|7n%+n| 7n+1 7,1
2 2n 2 n’

. . 7 1 7
El area del recinto es: A= lim S, = lim [—+—J:E u.

nN—-+0 ns+o\ 2 N

Sn=1[2+1+2+£+1+...+2+n—_1+1}=1[3n+M}=%[3nz+w(n—1)}=
n n n n n n 2
2 a2 2 B
_Lfen’+nfon] 1i7nion| -1 7 1 A jms = fim (Z_LJZZ o2
n? 2 n?| 2 2n 2 2n nowe 1 onowe(22n) 2

x? 3? 2 9 7 5
Una primitiva de y = x + 1 es F(x):7+x:> A=F(3)-F(2)=—+3-|—+2|==-1=—u

La region sombreada es un trapecio de altura 1y bases 4y 3. Su areaes A= 4+3 4.

. |
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46. Calculael area limitada por lacurva y = x2+1, el eje horizontal y las rectas verticales x=-2y x = 2.

\L Y] y=p@t

0| 1 X
Se divide el intervalo [—2, 2] en 4n subintervalos, cada uno de longitud i

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo
y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2 2
Sn:l[[—h—ij +1+(—2+£J +1+...+[—2+4—nj +1}:
n n n

n
2 2 2
:i{4+(1) —i+1+4+(£j —§+1+-~-+4+(4—n] —J'G—n-rl}:
n n n n n n n
1 +22+--(4ny
:3[20n+ : (4n)” 4+8+--+16n
n n n
Aplicando las férmulas ya conocidas:
4n(4n+1)(8n+1) 2n(4+16n 2(4n+1)(8n+1
Sn=1{20n+ ( )2( ) _2n( )}=1{20n+w—8(1+4n)}=
n 6n n n 3n
1 2 28n?+2 28 2
=——|60n° +2(4n+1)(8n+1)-24n(1+4n)|=———=—
S [60n7 +2(4n +1)(8n +1) - 24n (L4 an) | = LTS = T
. . 2 2 2
El &rea del recinto es: A= Ilim S, = lim (—8 —2]=—8 u?
n—>+o no+o\ 3 3n 3

(Como la funcién y =x?>+1 es simétrica respecto del eje Y y el intervalo [—2,2] esta centrado en el cero,
podriamos haber calculado el area entre 0 y 2 y luego hallar su doble).

47. Determina el area de la region limitada por la funcion f(x)= x3, el eje X y las rectas verticales x =0y x = 1.

2
., n(n+1
Paraello, usalaexpresion ® +2° +...+n% = [%} .

Se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos, cada uno de longitud i.

y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2
n®(n+1)
1{(1)3 (2)3 (nﬂ 1{13+23+---+n3} 1174 | n*+2n®+n?
Sy =—||=| +|—=| +..+|—=]| |=— 3 =— =
n n n n n n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo

n® 4n*

1 2 1
4 4n  4n?
Y /

-2y
4 4n  4n?

4
1

. . 1 2 1 1
El area del recintoes: A= lim S, = lim ( j—z u?

n—>+0 n—+o
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48. Esbozala gréficade f (x) = 1 en [LZ] y divide este intervalo en 5 subintervalos para probar que:
X

1 1 1 1 1 21 1 1 1 1 1
02| —+—+—+—+— <I —dX <02| =+ —+—+—+—
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

Y

1
Observando el dibujo se aprecia que el area bajo la curva es mayor F<
que la suma de las areas de los rectangulos inferiores y menor —
gue la suma de las areas de los rectdngulos superiores.

o’ 2 X

Teorema del valor medio. Regla de Barrow

49. Comprueba si se cumplen las condiciones para aplicar el teorema del valor medio a la funcién
2 . . . . . . .
f(x)=(x—-2)" en el intervalo [0,2]. Si es asi calcula el valor medio de f en dicho intervalo y la abscisa del
punto en el que se alcanza dicho valor.

Como f es una funcién polindmica, entonces es continua en R, en particular, en [0,2] . Aplicando el teorema del

2
valor medio, se busca ¢ €[0,2] tal que I (x-2)%dx =f(c)(2-0).
0

2 4 23 243

2 o2 P
J‘(xz)zdx:{Ml :g,portanto,ng(c)z:f(c):%:(c—z) :§:>c:2+ 3 ’sz_T’

0 3

pero solo la segunda pertenece al intervalo [0,2] .

50. Calcula una aproximacion por exceso y otra por defecto de In 2 utilizando una particién en cinco

2
subintervalos para calcular laintegral definida d_x
1 X
Por defecto: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo derecho.
Por exceso: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo izquierdo.
2
012(i+i+i+i+ij<j idx <0’2[}+i+i+i+ij
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

2
idx =In2-In1=In2<0,7456.
X

Operando: 0,6456 <'[
1

Por tanto, 0,645 6 <In 2 < 0,745 6.
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51. Lasiguiente regién esta limitada superiormente por la gréafica de la funcién y = e*.
Y|

T~
~—

4

0| 1 X

Halla la altura que debe tener un rectangulo de base 2 para que su area sea igual a la de la regién
sombreada.

Zede:[eXJz =e?-1.

El area de la region sombreada es I
0

El teorema del valor medio nos asegura que existe un nimero c del intervalo [0,2] que cumple
2

j e*dx =f(c)(2-0).
0

e?-1
T

Asipues, € -1=f(c)2=f(c)=

. -1 . . . L
Por tanto, el rectangulo de base 2 y altura tiene igual area que el de la region.

52. Determina el valor de las siguientes integrales definidas.

1 0 1
a) I (x3 —2x%+ 5)dx d) I 2% dx 9) J' _dx
-3 -2 114 %
b) J. 2ﬂcos(3x ~2)dx e) j X g h) J‘ 7 senx
o 03x%+1 0 cos? x

c) J‘gsen(Zx—l)dx f) J.\/i i) Izzxe*XZdX
o 1-x -

4

1
! x* 2x® 56
a x®—2x* +5)dx =| — - ——+5x| =-— I
) J-_S( ) { 7 3 }_3 3 \/ﬁ = [arcsenx]; =

n _ n 1
b) J cos(3x—-2)dx = sen(3x-2) =0 9) J >dx = [5arctgx]1 -5L_-785
—n 3 . 114 X -1 2
3 _cos(2x-1) T2 x 3
o Izsen(zx_l)dxz{M} 054 n [52onx dx:[ 1 T:ﬁ‘l
-n 2 . 0 COS” X COSX |y
0 2 3 2 e e |
d) J 2 dx = ——2108 ) J xe X dx =| - =0
-2 In2|, 1Inl6 2 2 )
o) r X gy In(3x? +1) 3_In28~056
03x%+1 6 , 6
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53. Calculalas siguientes integrales definidas.

1 1 1

a) I xarctg x dx d) I xe*dx 9) J. 2x+1 ——dx ) I X dx
0 1 x +x+1 Iy1+x*
n 1445 3

b) j x*senx dx e) I ;(+1 dx h) _[ dx
-n 142 X° - 2X 0 1+2e*
2 dx 1(2x—1)2 . 1 x

c f I ————dx i J dx

) .[1 X2 + 2% ) 0 4x%+1 ) 0l+x*

1 x?

a) J.xarctgxdx. Integracion por partes: f(x)=arctgx, dg(x)=x, df(x):1 >
+X

2 2 2 2
Ixarctgxdx:arctgxx——j 1 X—dx:arctgxx——1 x—J. dx arctgxx——1x+1arctgx+0:>
2 1+x? 2 2 2

1+x2 2 2 2

1 x2 x 1 e
= I xarctgxdx = | —arctgx — — + —arctgx | =——-—
0 2 2 2 , 4 2

b) szsenxdx. Integracién por partes: f(x)=x>, dg(x)=senx, df(x)=2x, g(x)=-cosx, por lo que

szsenxdx:—xz Cosx+I2xcosxdx. Para obtener ahora IZxcosxdx, se procede de la misma forma:

f(x)=2x, dg(x)=cosx, df (x)=2 g(x)=senx, Portanto:
J.xzsenxdx=—xzcosx-r[szenx—J-Zsenxdx}=—x2 COSX + 2Xsenx + 2cosx +C.

T n
I x2sen xdx = [—xz COSX + 2XSEeN X + 2C0S x] =0.
-7

—T

1 1
dx 2 2 J‘ 1 2 1 (3]
C =||= dx =—(I | 2 C ==|Inx -1 2 ==In| =
) .[x2+2x .[ x "xx2 |7 (nx n(x+2)+c= 1 X% +2x z[nx n(x+2)]; 2"\ 2

d) jxexdx. Integracion ~ por  partes:  f(x)=x, dg(x)=e*, df(x)=1, g(x)=e

1
Ixexdx = xe* —Iexdx =xe* -e*+C =(x-1)e* +C. Por tanto, I xe* dx :[(x —1)ex]11 _2
-1 1 e
“1/2  3/2 1 3 1y 41 1 3 w5
e) J( +—]dx=——In|x|+—|n|x—2|+C: dx:[——ln|x|+—|n|x—2|} =149
X  x=2 2 2 12 X% —2x 2 2 vz

2
f) dex=j[l— 4x jdx:x—il (4x +1)+C:>I 2X—l)dx=[x—%ln(4x2+l)} =1-—

4x% +1 4x% +1 0o 4x%+1 o

2 2
9) J 2x +1 2dXz[— 5 1 } :—1+1:E
0(x2+x+1) 7 7

o 1+2e* 0 1+2e

h) J'S L dx:_[s(l Zexxjdx{x|n(1+e*)]zzo,38

i 1 X 1 1
) J.1+x 2.[1+ :Earctg(x2)+cj oI dX:g[arctg(xz)L:g

=——In(| x*+1-x |)+C:>I

131+ x*

-1

J.\/ljx“ dx:-[\/1+z(X2)

W Integral definida | Unidad 6
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54.

55.

Unidad 6] Integral definida

. . - 2 dx . o
Un profesor apresurado pidié a sus alumnos que calcularan la integral definida j — . Laila trabajo asi:

-3 X
2d_x_[_1T __l_[_i)__é
-3 x2 xls 2 -3 6

Y después razon6: “estoy segura de que hay algo mal porque sé que la funcion f(x) =i2 es positiva en
X

- . : 2 dx . . .
todo su dominio y por tanto, laintegral pedida, j — , ho puede ser negativa”. (Donde esta el error?
-3 X

La funcién f(x) :i2 no esta definida para x = 0, por lo que no es continua en el intervalo (-3,2), asi, que no
X
. . - 21
existe la integral definida J —ax.
-3 X

Sabiendo que P2 = 1,1487; puedes encontrar otra aproximacion de In 2 haciendo una particién en cinco

1
subintervalos para calcular I 2%dx .
0

Utiliza la integral anterior y laregla de Barrow para demostrar que lim [n (Q/E—l)] =In2.
n—+w

Se divide el intervalo [0,1] en 5 subintervalos, cada uno de longitud % .

1 2 3 4 5
Ss :%{25 +25 425 425 +25} :%[l1487+114872 +11487° +1,1487* +J,14875] =1545

1
X

IZZ} —i:i~1545 =1In2=0,64724

n

1
Por otra parte, I 2%dx = =
0 n2 In2

0 |

Analogamente, se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos, cada uno de longitud: 1
n

1 1 1
12 n 12 on_on | on 0

Snzi{zn+2n+...+2+1{2n+2n+...++1 22n-2n | 2 1 ZEW ]

n n n 1 n| 1 n{v2-1

2n -1 2n -1
1 0 lim 2
lim S, :J’ 2%dx = —L = lim ﬁ( 1 J: N> = 1 L o im n(¥2-1)=mn2
n—+0 0 In2 no+o N Q/E_]_ lim n(Q/E_]_) lim n({‘/i_l) In2 N—>+o0
n—+0o n—+o0
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Teorema fundamental del calculo

56.

57.

58.

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

X sent cosx (t

a) f(x):L St c) f(x):L T
x? x2+1

b) 1(x)= % d) f(x):J'X e dt

. n . . . . .
a) La integral J‘%tdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla, pero

g(t)= setnt es continua para t > 0 y el teorema fundamental del célculo nos asegura que la derivada de
X sent senx
f(x =I ——dt es f'(x)= .
(x)=[ = (x)=%
dt 1, e 1 1 Inx 1
b) f(x)= —=Z[Int]* ==(Inx®-Inx)==(2Inx —Inx)=—=, su derivada es f'(x)=—.
) ()= =50t =2 )=5( )= (x) =2,
cosXx dt cos x : —senx
c) f =J- — =|(Int =In(co , su derivada f'(x) = =-tgXx.
) 100=] =[] =In(cosx) (x) =% = —1g
d) Laintegral Ie‘tzdt no es elemental, asi que no se puede emplear el método de los dos apartados anteriores.
2
La funcion g(t)=e™" es continua, asi pues, f(x)=[G(t)]" " =G(x* +1)-G(x), siendo G'(x) e, por
—(x2+1)2 2
tanto: f'(x):G‘(x2+1)2x—G'(x)=2xe —e™*

1

1+h
I Vx? +8dx

Calcula lim
h—0

Si se llama f(x)=vx*+8 'y F(x) a una primtiva suya, F'(x)=f(x), entonces,
F(1+h)-F(h)

1+h
I Vx? + 8dx
lim =L = lim . =F'()=f(1)=v1*+8=3.

h—0 h h—0

X
Halla los puntos de inflexién de la funcién g(x) =I e dt .
0

X
Por el teorema fundamental del célculo se sabe que la derivada de g(x) :J. edt es g'(x)= e y la segunda
0

derivada es g"(x) = —2xe™ , que se anula six = 0.

Ademas, la segunda derivada es positiva a la izquierda de x = 0 (g es concava hacia arriba) y es negativa a la
derecha de x = 0 (g es concava hacia abajo).

Asi pues en x = 0 se produce un cambio de curvatura, por tanto, el punto A(0,g(0))=A(0,0) es un punto de

inflexion de g (x) .

W Integral definida | Unidad 6
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X
59. Calculaladerivadade la funcién f(x)=‘[ cost?dt .
0

Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x) = cosx®.

60. Hallala derivada de estas funciones.

a) f(x):thzdt c) f(x):rtzdt

X

b) f(x)=re”tzdt d) f(x):J.l:x 2t

X

a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x) =x%.

senx 3 senx 3
b) f(x)= t2dt=| o =N X 9. suderivada es f'(x)=sen’x.
3 3], 3

3 X
c) Por las propiedades de la integral definida se sabe que f(x)= j t?dt = —j t*dt . Por tanto, f'(x)=-x2.
X 3

L 31 (14 x3) 3(1+x3) 3x%  gys
d) f(x):J. - tzdt:{t } :u—x—:f'(x):Q—&:sz(h—x?’)z—2x5.

61. Calculaladerivada de estas funciones.

) f jx L ) f J‘W LI
a X)=| —— c X) = _
N ey P e
b) f 1 @ - [ — 1o
X)=| ———dt X :I _
() J.x In(t2+1) x2 In(t2+1)
La integral J.;dt no es elemental pero si se sabe que la funcion g(t):; es continua.
In(t2 +1) In(t2 +1)
a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f (x) =
In(x2+1)
3 1 X 1 1
b) f(x :j —dt:—j ———dt, asi pues, f'(x)=——F—.
R P e i P (e AR ey
senx . 1
c) f(x)=|G(t =G(senx)-G(3), siendo G'(t)=———.
) 1(x)=[6(1)]3" =6(senx)-G(3) Oy
Por tanto: f'(x)=G'(senx)cosx - oosx
In(sen2x+1)
d) f(x):[G(t)];X3 =G(1+x*)-G(x?), siendo
1 3x2 2x
G'(t)=———=f'(x)=G"(1+x%)3x* -G'(x?)2x = -
In(t* +1) ( ) (%) In((1+x3)2+1) In(x* +1)
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62.

63.

64.

65.

2

X
Sea F(x)=I Intdt con x >1.
1

a) Calcula F'(e).

b) ¢Es F"(x) una funcién constante? Justifica tu respuesta.

x2 2
a) F(x):j Int dt =[tint —t]}" =x?Inx® - x* + 1= F'(x) = 2xInx? +x22—>2(—2x=2xlnx2 =4xInx.
1 X

Por tanto, F'(e)=4elne =4e .
b) F (x) =4Inx + 4x1 =4Inx + 4 . No es una funcién constante porque su derivada no es nula.
X

sent
t

X
Sea la funcion F(x)=I dt definida para x >21. Halla los valores de x en los que alcanza sus
1

maximos y minimos relativos.

F'(x) = 38X Esta derivada se anula si senx =0 ,es decir, six=n+krconk=0,1, 2,... Maximo si k = 0, 2,
X

4,...,yminimosik=1,3,5,...

eX—x-1
La funcion F(x) esta definida por F(x)=I e~ dt . Halla los puntos en los que se anula F'(x).

1
La integralje*‘zdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla. La
funcion g(t)=e™ es continua, asi pues, F(x)=[G(t)] Tog(e -x-1)-G(1), siendo G'(x)=e™", por

X 2
tanto: F'(x)= G'(ex —X —1)(ex —1) -0= (eX —1)e7(e ) . Dicha derivada se anula si e* -1=0= x=0.

2
Sea F(x)=I “edt . calcula F'(0).
0

2

La funcién g(t)=e =G(2x)-G(0), siendo G'(x):exz, por tanto:

es continua, asi pues, F(x):[G(t)];X

F'(x)=G'(2x)2-0 =26 = F'(0)=2.

|
ST
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66. a) Calcula los extremos relativos y absolutos de la funcién f :[-7,1] — R dada por f(x)=x>+6x* +49.

B
b) Sea B el punto en el que f alcanza su maximo absoluto. Calcula J. f(x)dx .
-7

a) f'(x)=3x*+12x =3x(x +4) se anula si x = 0 0 si x = 4. Aplicando el criterio de la segunda derivada se ve
que A(—4,209) es un maximo relativoy B(0,49) es un minimo relativo. Se comparan los valores:
f(-4) = 209 £(0) =49 f(=7)=0 f (1) =56
Asi pues, A(-4,209) es el maximo absoluto y C(-7,0) es el minimo absoluto.

4L X, “ 675
b) Ya se ha calculado B =-4 3I (x + 6X +49)dx = 7+ 2x° + 49x :T
-7

-7

X
67. Si I f (t)dt =5x%+40, ¢qué funcion es f(x)? ¢Cuanto vale c?

Cc

X
Sea g(x):j f(t)dt =5x + 40 ; entonces g'(x) =f(x)=15x>.

C

Por otra parte, tomando x=c, g(c)=0= 5¢3 + 40, de donde ¢ = —2.

X -
68. Halla el punto del intervalo [0,2] en el que la funcion f(x)=j %dt alcanza su minimo.
ol+

t—12 es continua, se sabe que la derivada de f(x) es f'(x) = X_i .
1+t 1+x

Como la funcién g(t) =

Esta derivada se anula si x = 1 y como a la izquierda de 1 es negativa y a su derecha es positiva, en el punto de
abscisa x = 1 se encuentra el minimo de la funcion f(x).

X
69. a) Sifes una funcién continua, obtén F'(x) siendo: F(x)=j

O(f(t)+t2+t3)dt.

1
b) Si f(1)=1 y ademas I f(t)dt =1, halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de F(x) en el punto
0
(AF ().
a) Como la funcién g(t)=f(t)+t>+t* es continua, el teorema fundamental del calculo asegura que la derivada
de F(x) es F'(x)=f(x)+x?+x>.

b) La ecuacion de la recta tangente buscada es y — F (1) = F'(1)(x —1). Se calcula entonces F(1) y F'(1):

1 1 1 37* 4t
(f(t)+t2+t3)dt=j f(t)dt+j tzdt+J‘ edt=1e || 4L | 2102 110
0 0 0 31, L4, 3 4 12

1

F(l):J.

0

F'()=f(1)+r+2=1+1+1=3

La recta tangente es y —% =3(x-1), es decir, y =3x —%.

i
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4

— a
70. Dada f(x)= ﬁ determina el valor del parametro a > 0 para el que I f(x)dx =-1.
1+ x? 0

a _4x 2 7? 2 2 ) .
'[ dx = = -2=-1=> =1 1+a“"=2=a=21a=-1, y como solo vale la solucién
2 2 2 2
°(1+x2) 1+x

o l+a l+a
positiva, concluimos que a = 1.
71. Sean las funciones F(x) =IX\/5+e‘2dt y g(x)=x?, calcula [F(g(x))]".
1

., 2 . , .
Como la funcién f(t):\/5+et es continua, por el teorema fundamental del calculo se tiene que

F'(x)=V5+e* . Aplicando la regla de la cadena, [F (g (x))] =F'(g(x))g'(x) =F'(x*)2x = 2x\5 + e

3
X
I edt
72. Calcula lim =%———

X =+ X tz ’
XI e dt
0

Al presentarse una indeterminacién del tipo hd y estar en las hip6tesis del teorema de L"Hopital, se aplica la toma
0
de derivadas en el limite y el teorema fundamental del célculo:
X
J. e dt X6 o2 5.x% 5,2 x8 x8 6
0 . e” 3x 6x°e” 3x“ +6xe 6xe* [3x° +1] oo

= lim —; = lim S n A lim T 4]
X—>+00 X 2 X—>+o0 X 2 4 X—>+0o0 2xex +4xe>( + 2X eX 4)( X—>+00 2xe>< 3+ 4X
xJ. j e' dt + xe* 2x

Areas de recintos

73. Calculael 4rea encerrada entre f (x) = y el eje de abscisas para X € [2,5].

x2+1

A:J- i [ij de ~[3In(x* +1)]z —~3(In26 -In5) u2.

Y

||

(o ™

. |
ST
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74. Dibujala superficie limitada por larectay =x + 1y la pardbolay = x® = 4x + 5. Halla su area.

Los puntos de corte de ambas funciones se obtienen resolviendo la ecuacion:
X*—4x+5=x+1=>x*-5x+4=0=>x=1x=4

Los puntos de corte son A(12) y B(4,5).

La region esta comprendida entre dos gréaficas: la recta y = x+1 por encima y la parabola y = x* —4x+5 por

debajo.
=x+1 B
\ /
\ /
/
A
N
4 Y
) y=x-4x+
0 1 X
4 4 -x® 5x2 ‘g 2
El area de la region es: A:I (x +1—(x2 —4x +5))dx :J. (—x2 +5x —4)dx | —+== —4x| == u
1 1 3 2 1 2
75. Dibujala graficade f(x)= |x2 —4| en el intervalo [-3,3] y calcula su integral.
La gréafica de f(x) se dibuja muy facilmente a partir de la de la funcién \ Y 2 [
fix)=|x"—4
g (x) =x? -4, sin mas que reflejar su parte negativa respecto al eje X. \ |
Como la funcion es positiva y simétrica respecto al eje Y, y el intervalo \ |
) . . , \WARAY
esta centrado en el origen, se calcula la integral de esta forma: 1
3 2 3 Y H X
I |x2—4|dx:2J‘ (—x2+4)dx+2j (x2—4)dx: \ /
-3 0 2 \ /
L) =R

3 ? 3 ° 46
2| X yax| 42| X —ax| =22
3 3 3

0 2

a-1
76. Hallael valor de a> 0, tal que I (x +2)dx =§.
0

a-1 2 (a-1)
J. (x+1)dx{x7+x} _{ 2) +a—1:%:>a2—2a+1+2a—2:9:>a2:10.
0

Descartando la solucién que no es positiva, concluimos que a =+/10 .
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77. Hallael areadelaregion comprendida entre las parabolas y = x% e y =-2x"+3.

x2=-2x2+3=3x2-3=0=>x=-1x=1. \ Y y=x2//

Los puntos de corte son A(-11) y B(1,1) .La region estd comprendida entre dos gréficas,

|~
™~
|~

y= —2x? + 3 esta por arribaey = X esta por debajo. Como ambas funciones

~

>
=
|
—
—
-

son simétricas respecto del eje Y, el area de la region es: [\ /

1 1 1
A=2L(—2x2+3—x2)dx=210(—3x2+3)dx:2[—x3 +3x}0 =4 W2 /

LT WO~

<
I
|
b
F

1
78. Calcula el area de la region limitada por las curvasy =x°, y = x3 ylas rectas x=-1y x =1

\ | Y /

Las graficas de las funciones se cortan en los puntos 0(0,0) y A(11). \ /

La region esta formada por dos trozos:
0 1 1 1 3 0

A:I X2 - X3 dx+J x3 —x2 |dx = | X33 3(
-1 0 3 4 »

79. Calcula el area limitada por la gréfica de la funcion y =1In x, el eje X y la recta tangente a dicha gréfica en el
punto x =e.

ury

32
i 0 X
=3 )

0

La recta tangente tiene por ecuacion y —f(e)=f'(e)(x —e), es decir y = Ly
e

El recinto esta formado por dos regiones. Una, limitada por la recta tangente P

-y

y el eje X entre 0y 1, es un triangulo de base 1y altura 1 ,Sudreaes A = Zi . 1
e e

X

e 2 € 1
El area de la otra es: A2=J- (iflnxjdx= X xinx+x| =S-=2 1 /
1le 2e ) /

El drea del recintoes A=A +A - —+S- L 18 12,
2 2 2e 2

80. *a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones y =senx, y =cosx,X=0y X :%

b) Calcula el area del recinto del apartado anterior.

a) El punto de corte de ambas funciones se encuentra resolviendo la ecuacion v

L, . . b b1
senx =CcosX , cuya Unica solucion en el intervalo [O, E} es X = Z

b) Alzj.z(cosx—senx)dx:[senx+cosx]oz=\/§—1 <
0

kg

A = j (senx —cosx)dx =[-cosx —senx]

_1_£ 3
2

A\::w\::

A=A +A =2 1_l_£+ 253 J— a2 23 RS

. |
ST
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81. a) Representa las curvas de ecuaciones y = x? -3x+3 ey =x.

b) Halla el area del recinto limitado por dichas curvas.
a) Los puntos de corte se encuentran resolviendo la ecuacion
X2 —3X+3=X=xX>-4x+3=0=>x=1x=3

Los puntos de corte son A(11) y B(3,3).

b) El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la parabola.

Su éarea viene dada por el valor de la integral:

A=jl3(x —(xz —-3x +3))dx ={—X?3+2x2 —3Xi| =% ul,

82. Hallael area que encierra unalomade f(x)=senx.

\Y

- 3x +

3/

(3,3)

-

Elegimos la una loma que quede por encima del eje X, por ejemplo, la que nos encontramos entre 0 y «.

Y|

-

f(x) = sen

k3
A=J senxdx =[-cosx]} =-cosm+cos0=2 u’.
0
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83.

ax®+b si|x|<2

Se considera la funcién f(x) =14 1 _ .
— si|x| 22
X
a) Calcula ay b para que f sea continua y derivable en R.
b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, determina el area de la regiéon acotada por la
grafica de f, el eje horizontal y las rectas x =1, x = 3.
a) Como intervienen valores absolutos, debemos expresar la funcién desglosando dichos valores absolutos:
1 .
— six<-2
X2
f(x)={ax®*+b si-2<x<2
1 .
— Six>2
X2
Estéa claro que la funcion es continua en el interior de los tres intervalos de definicion. Se impone la condicion
de que sea continua en los extremos de estos intervalos.
. . 1 1 ) 2 1 1
lim f(x)=lim — |==, lim f(x)= lim (ax +b):4a+b f(-2)===4a+b="=16a+4b=1
X—-2" x—>-2"\ X 4 ot x—-2" 4 4
. . 2 . . 1 1 1 1 .
lim f(x)= lim (ax +b):4a+b, lim f(x)=lim| = |=—, f(2)==-=4a+b==, que es la misma
x—2" X—2" x—2" x—2"\ X 4 4 4
ecuacion que la anterior.
Asi pues, si 4a+b :% , es decir, si 16a + 4b =1 la funcién seréa continua en todo R .
Se impone ahora la condicién de que también sea derivable.
—~ six<-2
X3
La funcién derivada para valores de x distintos de -2y 2 es: f'(x)=<2ax si-2<x<2
_—3 six>2
X
. . -2) 1 .
lim f'(x)=lim (—st—, lim f'(x)= lim 2ax :—4a:i:—4a:>a:—i
X—>-2" x—-2"\ X 4 x2t x—-2+ 4 16
(Muy importante: ahora hay que comprobar que este valor de a es el mismo que hace que exista f'(2). Si no
fuese el mismo, concluiriamos que f no es derivable en todo R).
. . -2 1 1 1
lim f'(x)= lim 2ax =4a, lim f'(x)= lim [—3j:——:——:4a:a:——.
x—2" x—2" x—2" x—2" X 4 4 16
1 1
Para este valorde a, b=—-4a=—.
4 2
iz six<-2
X
] : 1 1 9 . . X% 1
Asi pues, si a=—-—y b ==, lafuncién es continua y derivable en todo R . f (x) ={—+= Si-2<x<2
16 2 16 2
1 .
— Six>2
X
b) Como la funcién f(x) es positiva en todo R, el area pedida coincide con esta integral definida:

2( _y2 3 3 2 r 53
A= L_Fl dx+J (ijdx: L_Fi +|:_2:| :£+1:§ uz_
116 2 2\ x? 48 2] [x*], 48 6 48
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84. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) =x%-2x2+x,y larectatangente a dicha

85.

86.

grafica en el maximo relativo.

Representa graficamente la funcién hallando los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos.

La funcion f(x)=x% -2x2 +x = x(x —1)° corta al eje Y en el punto O(0,0) y al eje

Y

X en los puntos O(0,0) y A(1,0).

-

La derivada de la funcion es f'(x):3x2 -4x+1 y se anula si x =1 0 si x :%.

3' 27

B( 1 i] es un maximo y A(10) es un minimo.

x

Lo 4 .
La recta tangente en el maximo es y = 57" Para hallar los puntos de corte de dicha

tangente con la gréafica de la funcién, se resuelve la ecuacién x® —2x? + x :E' cuyas soluciones son x

X = 3 El recinto esté& limitado superiormente por la recta e inferiormente por la cubica.

4
2

3

1

4 4 4 3 B
Azj.f(i—(x?’—2x2+x)jdx=.|.f[—x3+2x2—x+i)dx: S S .. ) L S
3 27 3 27 4 3 2 271 12

1,
3

Sean las funciones f(x)=x?y g(x)=x?, halla el area encerrada por las gréficas de f, de g y de la recta

X=2.

Las dos funciones se cortan en los puntos A(0,0) y B(11).

Debemos hallar el area del recinto limitado superiormente por g(x)zx3 e

inferiormente por f(x)=x*, entrex=1y x = 2.

2 4 3 2
El &rea la da la integral: A:j (x3—x2)dx={%—%} =4—§—(1—1j:E u?
1

Sea la funcién definida por f (x)=x2 ++/2x +%.

a) Dibuja el recinto limitado por la grafica de f y sus tangentes en los puntos de abscisa X,

b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos que tienen igual area.

a) La ecuacion de la tangente en el punto de abscisa x, :% es y= (1+ \/E)X yla de la
tangente en el punto de abscisa x, = —% esy-= (—1+ x/E)x .

b) Six<0, el &rea es:

0 3 2 0
A:I 1(x2+ 2x+%—(—1+ﬁ)x)dx:{%+x—+i} =i u?
-= 1
> 1

2

1 1 3
Six >0, el area es: A:jz(x2+ 2x+%—(1+x/§)xjdx:jz[xz—x+%jdx:{x——x—+—
0 0
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87. a) Halla el area del triangulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva y =e™ en el punto de

88.

89.

b)

b)

abscisa x = —1.

Halla el &rea de la region limitada por la curva de ecuaciéon y =e™ y el eje X para los valores -1<x <0.

La derivada de f(x) —e X es f'(x) — _e™*. La recta tangente a f(x) e
y—f(-1)=f'(-1)(x+1), es decir: y = —ex .

Larecta normales y —f (-1) = (x+1), es decir: y = Iyilie.
e e

-1
(=1
Asi pues, estas rectas cortan al eje de abscisas en los puntos de abscisas

X =0, x=-e’-1, respectivamente, con lo que la base del triangulo en
cuestion es e’ + 1 y su altura e.

3
. ed+e
Su &rea es u’.

La region esta situada por encima del eje X.

0 0
Su area es el valor de la integral: A = I e *dx = [—e’XJ = -l+e=e-1u?
-1 -

en el punto de abscisa x = -1 es

Y
=
G:éi
L
// —
— A 0 X

Calcular a > 0 para que el area encerrada por la grafica de f (x) =senx,elejey=0,ylarectax =a, sea %
a a 1 1 T Y /"\
j senxdx =[-cosx], = —cosa +cos0 = —cosa+1:5:> cosa=_=a= ;
0 =—
T2
a X
Sea f : (-1+®) > R lafuncion dada por f(x)=In(x +1).
a) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, el eje Y y la recta y = 1. Calcula los puntos de corte de las
graficas.
b) Halla el area del recinto anterior.
a) La gréfica de f(x)=In(x+1) es la grafica del g(x)=Inx desplazada hacia su izquierda Y Ao 110D
e—1,
una unidad. Su dominio es D(f)=(-1+x), es siempre creciente y tiene una asintota
vertical en x = —1. i
X
Los puntos de corte con y = 1, se calculan resolviendo la ecuacién In(x +1)=1, es /
decir. x + 1 = e, x = e — 1. El tinico punto de corte es A(e-11).
e-1
b) El area del recinto pedido nos lo da el valor de la integral A =I [1-In(x +1)]dx . Calculemos primero
0

_[In(x +1)dx por partes: f(x)=In(x+1), f'(x)= !

=1 g'(x)=1, g(x)=x

In(x+1)dx =xIn(x +1) - de:xln X+1)— 17i dx =xIn(x+1)-x+In(x+1) =
[+ ax=xinx+y (cr3- [[1- 22 o= xin(xs - xsin(c s

X+1 X+1

=(x+1)In(x+1)—x+C Por tanto, el area es:

A= Ioe’l[l— In(x +1) Jdx = [x —((x+1)In(x+1)- X)]Zil ~[2x~ (x + Iin(x +1)]§71 o2 2
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2

-1
90. Dadalafuncion f(x)= X T4 calcula el area de laregion acotada encerrada por su gréficay el eje X.
X+
La funcién corta al eje X en los puntos A(—\/12,0) = A(—Z\/E,O) y B(2\/§,O) . Y

-

D

El recinto esté por debajo del eje X; ademas la funcién es simétrica respecto del eje Y, asi Ui

o 23 %2 12
pues, el &rea de la region viene dada por: A =2 —j 2 dx
0 X +

Se calcula esa integral:

2
sz_lzdx:j( jdx Idx 8.[
X +4 X2 +4

—45 —dx=x- 8arctg( j +C
X

1+ (Ej
A:Z( J-OZI x2 +142d ] —Z{X—Sarctg(gﬂ ( 8;) 16 N

91. a) Hallalarecta tangente a la curva de ecuacion y = x®-3x enel punto de abscisa x = —1.
b) Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada y calcula el area.
a) La derivada de ecuacion y = x> -3x es f'(x)=3x*-3.
La ecuacion de la recta tangente es y —f (1) =f'(-1)(x - (-1)), es decir, y = 2.

b) Los puntos de corte de la curva y=x3—3x y la recta y = 2 se obtienen resolviendo la ecuacion
x}-3x=2=x>-3x-2=0=(x+1)°(x-2)=0:

A(-1,2) y B(2,2) son los puntos de corte.

A= j x —3x))d = L+3L+2x =6- _3 :E u?
4 2 N 4 4
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92. Sea f(x) =x2, calcula en funcién de t el area limitada por la pardbolay la cuerda [y M
OM. Sean N el punto de la parabola en el que la tangente es paralela a dicha cuerda. /i
T/
Demuestra que sea cual sea el valor de t, el area del segmento parabdlico es % del |1 E
area del triangulo OMN. N :
1
2 0 1 f X

. p . t
El punto M tiene por coordenadas M (t,tz), asi pues, la pendiente de OM es T =t.

La recta tangente en el punto N(n,nz) tiene, pues, pendiente t, asi pues, f'(n) =t, es decir, 2n =t y, por tanto,

2
n :%. El punto N es N[%%J La recta que contiene a OM tiene por ecuacién y = tx, asi pues, el segmento

parabdlico tiene un area de:

t R
=| (x-—x®)dx=|—-2| =———=—1u
- )| -2

Hallemos ahora el area del triangulo OMN.
2
Tomamos como base el segmento OM, cuya longitud es (tz) +t2 =tVt2 41,

L

2 4‘_ t2
J2i1 a2 1

2
La altura, h, del triangulo OMN mide h = d(N,OM) = d ([%,%}tx _y-= o] _

2
tVt? b1 v
IR G
8

El area del triangulo es: A, = >

u?. Asi pues, A
A,

w|h

, de donde A, :%AQ, como se queria

probar.

Aplicaciones de la integral

93. Un movil se desplaza con la ecuacion de movimiento y = /(t +1)3 , donde t representa el tiempo. Calcula el

espacio recorrido en el intervalo de tiempo [0,3].

3 3
S:I 1/(x+1)3dx:{§1/(x+1)5} =§ 45 —é i :%—%:%u
0 0

|
ST
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2 2
94. Esbozalagréficadelafuncion x3 +y3 =9 y hallalalongitud de dicha curvaentrex=1y x =27.

Se expresa la funcién de la curva de manera explicita, es decir, |Y

despejandoy: y3 =9-x3 =>y=|9-x3| . \

2 1
Su derivadaes y'= %(9 —x3 )2 (_Ejil .
3

La longitud del tramo de curva pedido es:

27 3 9%x2
L= 1 N dx =
RIS

27
9
=>(9-1)=36
] >(9-1) u

1

95. Dada f(x)=+v1-x? calculalalongitud del arco de curvaentrex=0y x=b donde b < 1.

Representa graficamente dicha funcion, calcula geométricamente la longitud de dicho arco y observa la
igualdad de los resultados obtenidos.

_ —2X __ X
W1-x2 J1-x2

La derivada de la funcién f(x)=+v1- x* es f'(x)

La longitud pedida es:

b b 2 b 2 b 1
b | 1+ [F ()T dx =j I dx =I 1/1+ X dx =I dx =[arcsenx]". = arcsenb u
Lo J-o [F(0)] 0 Jiox2 0 1-x? oVi-x2 [ Jo

Y

-2

=
™
N

o b 1x

La grafica de la funcién es una semicircunferencia y la longitud del arco pedido es justamente el arco que
corresponde al angulo B que es precisamente el &ngulo cuyo seno es b, es decir, el arco seno de b.
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96.

97. Halla el volumen del cono que se obtiene al girar alrededor del eje X la region comprendida entre dicho eje
y el segmento de la figura. Comprueba el resultado.

Calcula la longitud de los siguientes arcos de curva:

w en [19] b) f(x):x—4+4—>1(2 en [13]

a) f(x)= 5

4x—1

a) Laderivada de la funcién f(x) = ;\/—(4X 3) es f'(x)=

4 1 9
La longitud pedida es L] j ,/1+[f ] dx = I 4X 1 dx _J' / X + J« 44)(\/11
1

Esa ultima integral la calcularemos mediante un cambio de variable:

g(x)=vx =t, g'(x)dx =—— IX _ it = dx = 24/xdlt = 21t
20x
3
2 3 2(Vx
I4X+1d I4t Jrlztdt:J‘4t +1dt=J(2t2+1jdt:2L+i: (¥ PRI
ax 4t 2 2 3 2 3 2
3 9
9 94x+1 2(\/;) Jx 55
Por tanto, L1=J‘ = = =2y
1 4J— 3 2 3
1
4 3 3 6
b) La derivada de la funcién f (x)= X +i es f'(x) = 4L+ Bx _X 1 _X 1

16x* 2 23 2x°

x +l 3
La longitud pedida es L} J-,/1+[f 2 dx = J'\/i J' J‘ x +1 B

J-3 X1 x* 1 92
=| | =—+—|dx=|———] === u.
1l 2 2x8 8 4ax*] 9

Y

-

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar y =§ alrededor del eje X.

2 4,2 374 3
Se sabe que dicho volumen esigual a: V = I ( ] dx = nI Xde = r{x—} = n4— :16—7T u?

0 12 | 12 3
Z1: . . 1 2 16n 3
El sélido que se forma es un cono de radio 2 y altura 4. Su volumen es: V = gn -2°-4= 3 u

S
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1

N2+ x2

98. Calcula el volumen del cuerpo que se obtiene al girar laregion entre el eje Xy lagraficade y = , en

torno al eje Xy entrelasrectas x=0y X = V2.

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar y = ;2 alrededor del eje X.
2+X
7 1 ¥ g Y
Se sabe que dicho volumen es igual a: V :.[ b dx = nj dx
a g 0o | 24x2 0o 2+x°
1
Se calcula esta integral que va a dar lugar a una arco tangente.
1 0 111X
J. 1 - dx :ijdex :iarctg[ij+c :ﬁarctg(ij_;_c
2+X V2 [ X ) V2 V2 2 V2
1+ —
V2
V2 g TC\/E X 2 n\/E TE\/E w2 3
El volumenes: V = ch 5 dx = ——|arctg| —= =——(arctgl-arctg0) = —= u
0 2+X 2 2/, 2 2 4 8

99. Halla el volumen engendrado por la region plana definida por el eje X, la curva de ecuacion y =e™, el eje
Yy larectax =3 al girar alrededor del eje X.

3 2 3 a2 3 -6
\% =J. n(efx) dX=TEJ. e Xdx=n e = e +l zl[l_i) s
0 0 2 2 2) 2 e

100. Calcula el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje X el recinto limitado
por lagraficade f(x)=In(x),ylasrectasy=0,x=1,x=e.

e

e
El volumen nos lo da la integral J- n(In x)2 dx = ch (In x)2 dx .
1 1

La integral I(Inx)zdx la calculamos por partes: f(x):(lnx)z, f'(x)= 2Inx L 9'(x)=1, g(x)=x
X

J(Inx)zdx = x(Inx)2 —J-m%xdx = x(Inx)2 —ZJInxdx = x(Inx)2 -2(xInx—x) = x((lnx)2 —2Inx+2)

Y, =Lerc(lnx)2dx = nI (Inx)2 dx = n[x((lnx)2 —2Inx+2ﬂe =(e-2)n=226 u®.

e
1 1
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101. La velocidad de un movil que parte del origen viene en m/s por la grafica:

v (m/s)

-

0 1 t(s)

a) Calcula la funcion que da el espacio recorrido en funcion del tiempo y esboza su gréfica.

b) Prueba que el &rea bajo la curva que da la velocidad coincide con el espacio total recorrido.

a) La funcion espacio recorrido es una primitiva de la velocidad, puesto que la velocidad es la derivada del
espacio. Observando la grafica, la funcion velocidad es continua y esta definida a trozos por la siguiente

2t si0<t<l1
expresion: v (t) =<2 sil<t<3
-t+5 si3<t<5

t>+A si0<t<1
Por tanto, el espacio recorrido serd: s(t) =12t +B sil<t<3
—t2

T+5t+C si3<t<5h

Falta calcular los valores de los parametros A, By C:

Como s(0) = 0, entonces, A = 0. Ademas, por continuidad:

lim s(t)= lim t* =1, xlijr;ﬁ(t): |erl1+(2t+|3)=2+s, f(1)=2+B.

x—>T x—1 X

Asi pues, 2 + B =1, es decir, B =-1.

x—37 x—3~ x—3" x—3"

2
lim s(t)= lim (2t+B)=6-1=5, lim s(t)= lim [%+5t+C]=%1+C, f(3)=5.

o1 1 t? sio<t<1
Asi pues, ?+C =5=C-= 5 La funcién espacio recorrido es: s(t) =<2t -1 sil<t<3
_t2
L+5t—£’ si3<t<5h
2
cuya gréfica es: s(m)
1
0| 1 t(s)
b) El espacio total recorrido es s(5) =7 m.
5+2 2

2=7 U

El area bajo la curva de la velocidad es la de un trapecio de altura 2 y bases 5y 2, es decir, A=

. |
ST
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102. La densidad de poblacién en miles de habitantes por km? en una ciudad depende de la distancia r en
r
kilometros a su centro de acuerdo a f (r)=3e 3.

a) ¢ Cuantas personas viven a menos de 5 km del centro?

b) ¢Cuéntas viven entre 5y 10 km del centro?

r r
Primero calculamos la integral j2nr3e 3dr = 61rj re 3dr por partes:

r r

f(r)=r g'(r)=e?3 g(r)=-3e 3

f'(r)y=1
_r _r _r _r _r _r

GnIre 3dr —67{—3re 3-|-3e 3dr]—6n{—3re 3 —9e 3]+C——18n[ 3(r +3)]+C

5

5 _r _r

a) J. 2nr3e 3dr = —18nMe 3(r+ 3)ﬂ = 84,201 miles de habitantes, es decir, 84 201 habitantes.

0
0

10
10 _r _r
b) 2nr3e 3dr = —18nMe 3(r+ 3)]1 =59,220 miles de habitantes, es decir, 59 220 habitantes.
5

5

Sintesis

X
103. Dada la funcién F(x)=I (t2 —1)e‘tzdt , con dominio R:
0

a) Calcula F'(x), estudia el crecimiento de F(x) y halla las abscisas de sus maximos y minimos relativos.
b) Calcula F"(x), estudia la concavidad y convexidad de F(x) y halla las abscisas de sus puntos de inflexion.
a) F'(x)=(x*-1e™". Estaderivada, F'(x), se anula six =—1 0 x = 1. Se estudia su signo:
X (—o0,-1) (-12) (1,+00)
Signo de F' + — +
Comportamiento de F | Creciente | Decreciente | Creciente
Maximo relativo en x = —1. Minimo relativo en x = 1
b) La derivada segunda de F es F"(x) = 2x(2—x2)e'x2 ,queseanulasix=0, x= —\/E, X = \/E :
X (-0,—2) | (+2,0) (0+2) (0+2)
Signode F" + — + —
Comportamiento de F Concava Concava Concava Concava
P hacia arriba | hacia abajo | Hacia arriba | hacia abajo
Puntos de inflexibnen x =—/2, x =0, x=x/§.

2n
104. Calcula el valor de la integral I |x|senxdx .
-

2n
J‘-n

0
|x|senxdx=J

-T
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2n 0 2n
—xsenxdx + XSenxdx =[ XCosX —senx |” +[-Xcosx+senx] " =
0

n—2n=-3n
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105. Dada la funcién y =

106.

7,5 calcula el area encerrada por la curva, el eje de abscisas y las rectas
X“ +

perpendiculares al eje X que pasan por el maximo y el minimo de la funcién dada.

2-x?

La derivada de la funcién es f'(x) = ————, que se anula si x = 2, x=+2.

(x2 +2)

V2

Estudiando el signo de la derivada: A[—ﬁ,—T] es minimo y B[ﬁg] es maximo.

El recinto esta comprendido entre x = —x/E y X = x/E

o

>e—

La funcién es simétrica respecto del origen. Por tanto, el &rea pedida es igual a:

i &
A=2I 2X dx:[ln(x2+2ﬂ =In4—|n2=|ni=In2 u?,
0 X°+2 0 2

COS X six<0
Sea F(x)=41 six=0
X
i_[ e’dt six >0
xdJo
a) Prueba que F es continuaen R.
b) Estudia si existe F'(x) si x =0 y si F es derivable en x = 0.
c) Estudia la continuidad de F'(x).
a) El Unico punto problematico seria x = 0.
X
I e dt o
lim F(x)=1; lim F(x)= lim =%>——= lim =1. Finalmente, como F(0)=1, F es continua en x = 0.
Xx—0" x—>0" x—07" X x—0"
X
¢
b) Six<0, F (x) =-senx. Six >0, F'(x) =| =0 , que existe por tratarse de dos funciones derivables y no

X
anularse el denominador.

Para estudiar si F es derivable en x = 0 se calculan las derivadas laterales en x=0, F '(O’) =-sen0 =0 pues si

x<0, F(x)=cosx.

F'(o*): lim F(h)-F(0) _ lim
h—0* h h—0" h h-ot 2h h—ot 2

Asi pues, F es derivableen 0y F'(0)=0.

|
ST
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-senx six<0
c) F'(x)= 0 six=0 . Porun lado, F' es continua en R —{0} . Se estudia la continuidad de F' en
X
xe* —j e dt
o .
— —— six>0
XZ
x=0.
2 X 2
Xex —.[ et dt )(2 2 x2 X2
lim F'(x)= lim o _im & F2XE "€ jim xe® =0

x—0" x—0" X x—0" 2X x—0"

lim F'(x)= lim (-senx)=0y F '(0)=0, resulta que F' es continua en x =0y, por tanto, es continua en R .
x—0" x—0"

6

107. a) Encuentra una primitiva de f(x) = —————.
X“+2x -8

b) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de la funcion f(x) ,eleje Xylasrectasx=-2yx=0.

a) Debemos descomponer en fracciones simples la funcién racional dada:

6 6 A B A(x-2)+B(x+4)

x2+ZX—8:(x+4)(x—2):x+4+x—2_ (x +4)(x-2)

Si x = -4, obtenemos que A = -1. Si x = 2, obtenemos que B = 1. Por tanto:

f(x)=

6 -1 1
= +
x> +2x-8 X+4 x-2

I%dx:'[( -1 + L jdx:—ln|x+4|+ln|x—2|+c
X“+2x-8 X+4 Xx-2

b) Como la funcién f(x) es negativa en el intervalo (—4, 2) , €l recinto se halla por debajo del eje de abscisas y su

6

ﬁdx:[|—In|x+4|+ln|x—2|ﬂo2 =2(In4-In2)=2In2 v’
X% +2x - -

0
area nos la da la integral: A= J
-2

108. La curva y = 2x* divide al cuadrado de vértices Vl(O, 0), V,(1,0), V4(11) y V,(0,1) en dos recintos.
Dibujalos y halla el area del recinto mayor.

. . L . 1
La abscisa del punto de interseccion de la pardbola y el segmento V3V es x = E .
Por tanto, el area del recinto de la izquierda viene dada por la integral: \\ Y /I
3
1 3 1 2[1j \ /
= V2
A = I 2 (1-2x?)dx = {x —%} 2 —%—% ~0,4714 W2
0
o V2 \ L/
El area del recinto de la derechaes A, =1- A =1-0,4714 =0,5286 u°.
0 1 X

Con lo cual, el recinto mayor es el de la derecha.
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109.

110.

Calcula el valor de aeR, a> 0, para que el area de la region plana encerrada entre la parébolay = x2 y la
. 4 . -
rectay =aseaigual a 3 de unidades de superficie.
x3 ava

Va Ja
El area nos la da la integral A:ZI (a-x?)dx :Z{ax—?} :Z{a\/a—T}:z
0 0

2ava

3

4 4
=—ava=—=a=1,
3 3 y

. 4 .
como ha de ser igual a 3 concluimos que a = Ya .

Calcula el volumen del paraboloide de revolucion que se obtiene al girar la regién comprendida entre la
parédbolay = x? y el eje horizontal, alrededor del eje X desde x =0 hastax =4.

4 2 5 4
Se sabe que dicho volumen es igual a: V :I n(xz) dx = nI X } = 10247 u’,
0
0

4
x4 dx = | =—
0 5 5

CUESTIONES
1
111. ¢Cual es el valor de j senx dx ?
—1(x2 +1)
— 1
f(x):ix7 es una funcion impar pues f (—x) = sen( X)7 ___sen X7 =-f(x), asi que I &dx =0.
(x2 +l) ((—x)2 +1) (x2 +1) ’1(x2 +l)

112.

-1 2
Sea f :[-2,2] > R continuay tal que I f(t)dt =j f(t)dt.
-2 1

¢Se puede asegurar que existen b y ¢ en [-2,2] tales que b<-1, c>1 y f(b)=f(c)? Justifica la
respuesta.

Por el teorema del valor medio se sabe que:

2
A) Existe un nimero c del intervalo [1,2] que cumple J. f(t)dt=f(c)(2-1)=f(c).
1

-1
B) Existe un nimero b del intervalo [-2,~1] que cumple I f(t)dt =f(b)(-1-(-2))=f(b).
-2

Como ambas integrales son iguales, se concluye que, en efecto, existen b y c en [—2,2] con b<-1, c21y

f(b)="(c).

W Integral definida | Unidad 6
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113.

114.

115.

Unidad 6] Integral definida

2 2
n°x sen x
I dx ?

>—dx o

L 2se
¢Qué namero es mayor,
1

X 1 X

En el intervalo [l 2] , Sen x es positivo y como sen x < 1, tenemos que sen’x < sen x.

2

2 2
sen<x senx
por lo que I >—ax SJ‘ dx , de hecho
1 X 1 X

2
. . . sen“x _ senx
Por otra parte, en dicho intervalo, x < X2, asf que >— <
X
senx sen®x

>— es continua en [12], f(x)=0, y no es

es estrictamente menor pues la funcién f(x)=

X X

2 2 2 2 2
. senx sen‘x . senx sen-x
idénticamente nula por lo que I - dx > 0, es decir, j dx > I dx.
1 X x2 1 X 1 x°

b b
Demuestra la igualdad I f (x)dx =j f (b - x)dx . Para ello, realiza el cambio t =b - x.
0 0

Se utiliza el teorema de sustitucion en integrales definidas llamando g(x)=b-x y entonces g'(x)=-1.

b

J':f(b— x)dx = —J'O F(g(x))g"(x))dx = —Igg(o f(t)dt = j:f(t)dt - J' "t (1)t = J' "t (x)ax .

0 0

Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones.

a) j dx+J. ()dx='|.cf(x)dx

a

b) J-abf(x)g(x)dx =I:f(x)dx-Jbg(x)dx

a

b
c) Si I f(x)dx =0, entonces a = b.

a

b
d) Si I f(x)dx =0y f(x)>0 paratodo x, entonces a = b.

a
b b b
e) J. [f(x)+g(x)]dx = I f(x)dx +I g(x)dx
a a a
a) Es verdadera. Es la propiedad 6 de la integral definida.
2 2 2
b) Es falsa. Por ejemplo, U Ix dx = 2] # U 1dx I x dx =22 :4} .
0 0 0

1
¢) Esfalsa. Por ejemplo, I xdx=0.
-1

d) Es verdadera. Si la funcion es positiva en [a b] J. x) dx mide el area bajo la curva, asi pues, esa area solo

puede ser cero sia=b.

e) Es verdadera. Es la propiedad 4 de la integral definida.
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116.

117.

118.

a

Sea f :[-a,a] > R con a> 0, continuay tal que I f(x)dx =0.
-a

a) ¢Es necesariamente f(x)=0 paratodo x de [-a,a]?

b) ¢Es necesariamente Ia |f (x)| dx=072¢Y J.a |f (—x)|dx =07
_a -a

c) Calcula r (f(x)+2x)dx .

—a

a

1
Supongamos que f sea una funcién impar, por ejemplo, f(x) =2X ya=1. Asi pues j f(x)dx :.[ 2xdx=0.
-1

—a
a) Ciertamente no es necesario, que como acabamos de ver, por ejemplo, f(x) =2X.

b) Obviamente tampoco pues en nuestro caso

1
J. |f (x)| dx es el &rea sombreada que obviamente no es cero.
-1

-

Tampoco J.a |f (-x)|dx =0 En nuestro caso f(-x)=-2x,
-a

1
por lo que I |—2x |dx vuelve a ser el area rayada, obviamente no cero.
-1

a

f(x)dx +ja 2xdx = 0+[x2Ja
“a -

c) j:(f (x)+2x)dx =I

—a

=0+0=0.
a

. ¢Le harias caso?

1
Para calcular I 5

. . 2
dx , un amigo te sugiere que pongas x =
1x2 -4 cost

Con amigos asi no hacen falta enemigos, pues si x esta en [—ll] , es imposible que x = ost ya que " 22
cos cos
asi que |x| > 2, o sea, no estariaen [-11].
€ . . . oy
Para calcular I Inx dx , si no se quiere integrar por partes, se puede utilizar el Y|
1 97
dibujo de la derecha. Justifica esta afirmacién y calcula dicha integral. 4 _—
y:eux ﬂ
0[/1 €X
y=Inx

Como las funciones y = €, y = Inx son inversas la una de la otra, sus graficas son simétricas respecto de la
bisectriz del primer cuadrante por lo que las areas sombreadas son iguales, asi que:

e 1 1
'[ Inxdx:e-l—J. exdx=e—[eXJ =e-(e-1)=1
1 0 0

|
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X2
J. sen\/f

119. ¢Existe lim ~&———2
x—0 X

Dicho limite presenta una indeterminacion del tipo % por lo que, aplicando el teorema de L"Hdpital:

XZ
J- sen+tdt
lim =2 = lim
x—0 X x—0 3

senVx?2x 2. xsenx 2. senx 2
XL XSSNX 2 iy SENX_ 2
X 3x-50 X 3x-50 X 3

120. Sea f :[-11] > R, integrable y tal que para x €[-1 1] es |f (x)| <1+x?. ¢Cudles de entre los numeros -3;

1
-2; -1; 2,5y 2,75 pueden ser el valor de j f(x)dx ?
-1

1 1 1
1(1+ x2) dx < J:lf (x) dx gj 1(1+ x2) dx .

Como —(1+x%) <f(x)<1+x?, se tiene que —I

1
Es decir, —E < I
3

f(x)dx s% por lo que solo -2, -1y 2,5 podrian ser el valor de la integral.
-1

PROBLEMAS

121. Halla el volumen del sélido formado al girar en torno al eje X la regién bajo la graficade y =./senx en el
intervalo [0,x]?

v =Innf2(x)dx =7cj “senxdx = n[-cosx]; =2n u®
0 0

122. Determina el volumen generado al girar respecto al eje de abscisas la regidon acotada por las gréficas de
las funciones f(x)=x?y g(x)=2x.

Ambas graficas se cortan en los puntos O(0,0) y A(2,4). Y A
La recta va por arriba y la parabola por debajo. /
El volumen pedido lo da la integral:
2 2 2 2 2 3 8" 64n ] /
Y =I n(2x) dx—j n(x?)” dx =ch (4x2 —x4)dx=n{T—?} -5 ul. '
0 0 0 0 N /
X

123. Calcula In|f(x)|dx siendo f(x)=senx —%.
0

En el intervalo [0, x|, senx —% >0 si Xe [

n z 5n n
Iz'[ senx—ldx=J‘6 1—s,enx dx+j ° senx—1 dx+J. 1—senx dx =
0 2 o\2 z 2 s\ 2

(1 s(1 (1 X 5 x Q X "
=J ——senx dx+I — —senx dx+I —-—senx |[dX =| —+COSX| +|—+COSX| +|—+cCOSX| =
ol2 (2 s=( 2 2 2 2

0

:[ T +£— J+[l+£—5—n+£}r[£—l—ﬂ+£]:2«/§+£—2.
2 12 2 6

57 . .
"5 |’ siendo negativa en el resto.

ol

12 2 12 2 12 2

i
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124. Lafuncién p(x)= 300[2+ sen(4 X +0,15)], da la densidad de coches (en coches por km) en los primeros

20 km de una autovia, siendo x la distancia en kil6metros al comienzo de la misma. Calcula el namero total
de coches en los 20 km.

20 20 20 20
p(x)dx = I 300(2 +sendyx + 0,15)dx - GOOJ. dx + 300_[ sendy/x + 0,15 dx
0 0 0 0

Se cambia de variable: \x+0,15 =t , d—x =dt = dx = 2yx +0,15dx = 2t dt
2\x +0,15

J.sen 4x +0,15 dx = IZtsen(4t)dt - 2jtsen(4t)dt L f(t)=t, g'(t)=sen(4t), f'(t)=1, g(t)=-

cos(4t)

4
2[tsen(4t)dt =2~[_t%s(4t)+%jcos(4t)dt]: ~tcos(4t) + sen8(4t) N

—/X + 0,15 cos(4+/x + 0,15 sen|{44x + 0,15
2Jsen4\/x+0,15dx: \/ 2( \/ )+ ( - )3

20

~x+015cos(4{/x+015) sen(4x+015) ®
= 300(2+sen4 x+0,15)dx=600-20+300
0

+ =
2 8
=11513 coches

125. La aceleracion en m/s? de un mévil con movimiento rectilineo viene dada en funcién del tiempo t por la
expresion a(t)=3cos(2t+1). Si la posicién y la velocidad de la particula en t = 0 eran x(0)=5 my
v (0) =1 m/s, respectivamente, determina:
a) La funcion que da la velocidad del movil en funcion de t.
b) La funcién que da la posicién del mévil en funcion de t.

a) La velocidad es la integral de la aceleracion, asi pues:

v(t)= J.a(t)dt = J.3cos(2t +1)dt %jZCos(Zt +1)dt = %sen(Zt +1)+C
Como sabemos que v (0) =1, ya podemos calcular la constante C:
3 3
v(0) =Esen(2~0+1)+c =1=>C=1-=senl
. . 3 3
La funcién velocidad es v (t) = Esen(Zt +1)+1-=senl.

b) La posicioén es la integral de la velocidad, asi pues:

x(t) = jv(t)dt = I[gsen(Zt +1)+ 1—%sen1}dt = —%cos(Zt +1)+ (1—%sen1]t +C

Como sabemos que x(O) =5, ya podemos calcular la constante C:

x(O):—gcos(2-0+1)+ 1—§sen1 .0+4C=5=C :5+§cosl
4 2

La funcion posicion es x(t) =

—Ecos(Zt +1)+ (1—§senljt +5+ > cosl.
4 2 4
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126. Un objeto se mueve sobre una recta debido a la accion de una fuerza F que depende de su posicion x a lo

largo de dicha recta en la forma, F(x)=%. El trabajo realizado por F al mover el objeto desde x =a

(x-9)
b
hastax=bes W =I F(x)dx .
a
a) Calcula el trabajo para ir desde x = 3 hasta x = 5.

b) Determina sila fuerza G(x) = ﬁ realiza mas o menos trabajo que F (x) para el mismo desplazamiento.
2
X“+1

5 5
a) EItrabajoesW:I 2 de:[ 2 } :l 3.
3 (x-1) 1-x]; 2

b) Al ser ambas fuerzas positivas en [3,5], se pueden identificar los trabajos con las areas que encierran las
fuerzas bajo ellas.
2 < 2
(x2 +1)2 (x —1)°

se concluye que el trabajo de la fuerza G(x) es menor que el de F(X).

Como G(x)= =F(x)en [3,5], ya que el denominador de G(x) es mayor que el de F(x),

127. Para estudiar la capacidad de memorizar de un nifio se usa el siguiente modelo: si x es su edad en afios,

entonces dicha capacidad viene dada por: f(x)=1+2xInx con 0<x <5.

Calcula el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y su tercer cumpleafios.

El teorema del valor medio nos asegura que existe un ndmero c del intervalo [],3] que cumple

3
J (1+2x-Inx)dx =f(c)(3-1). El valor f(c) sera el valor medio pedido.
1

Se calcula, pues, el valor de la integral y luego se halla f(c): j(l+ 2xInx)dx :J dx + 2Jxlnxdx =X+ ijlnxdx .

Esta ultima integral se calcula por partes:
2

f(x)=Inx, f'(x):%, g'(x)=x, g(x):x7

x? 1x? x? x2  x? 1
lenxdx =—Inx —I——dx =—INnXx—-——=—|Inx-=
2 X 2 2 4 2 2
Entonces:

3 3
J(1+ 2xInx)dx = x + x? [Inx —%) :I @+ 2xInx) dx = {x +x? (Inx —%H =7,89=>f(c)2=789="f(c)=3,95
1 1

es el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y tercer cumpleafios.

i
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(x-1% six<1

] . Dibuja el recinto acotado por la grafica de f (X) ylarectay =1,y determina
In x six>1

128. Sea f(x) ={

Su area.

La parabola g(x)=(x —1)2 y el logaritmo h(x)=Inx se cortan en el punto A(1,0) y el recinto, como se aprecia,
esta formado por dos recintos.

Y f(x) =/(x = 1)?
N y=1 /
T
L~
N\ -
0 /'j e X
7 h(X) =Inx

1 1
Calculemos sus areas: A =J. [1—(x —1)2}dx =-[ (—x2 + 2x)dx = —X?+ xz} =§ u’.
0

A, :J'le (1_|nx)dx:[x—(xlnx—x)]: ~[2x—xInx[ =e-2 u?

El area del recinto es §+ e-2=e —% u?.

Recuerda que la integral del logaritmo neperiano se calcula por partes: | = I Inxdx .

1
u=Inx=du==dx 1

X 3I:xlnx—J.—xdx:xlnx—x+C:x(Inx—1)+C
dv:dx:v:J-dx:x X

a a
129. Si I f(x)dx =0, ¢sera entonces I xf(x)dx =07? Si es cierto, pruébalo, si es falso confirmalo con un
a

—-a -

ejemplo.

a
Es falso: basta que f sea impar para que I f(x)dx=0.
-a

Por ejemplo f(x) = x, por lo que Ia xf (x)dx =Ia x2dx #0.
a

- -a

. |
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6 6
130. a) Sea g una funcién derivable que cumple g(6) :I g(x)dx . Calcula I (x=5)g"(x)dx.
5 5
. e 1 x ( 1)
b) Sea f continuay tal que I f(u)du =" Calcula J. e2fle2/dx .
1

a) Calculamos la integral I(X—S)g'(x)dx por partes:
(()=x-5, (=1, g°(x)=9(x). 9(x) =g ()

I(x -5)g'(x) dx =(x —5)g(x)—J.g(x)dx

6
Por tanto, la integral definida pedida es: j
5

(x-5)g"(x) dx = [(x-5)a (x)]: - [ g (x)ax ~9(6)~0-g(6) =0

2 X [ X
b) Para calcular J‘ e?f (e2 )dx empleamos el teorema de sustitucién en integrales definidas:
0

b g(b)
Sify g' son continuas, entonces I f(9(x))g"(x)dx =J. f(t)dt.
a 9(a)

X 2

2 (X)X 2 [ X)g2 e? e

Asi pues: I f(eZ)ezdx:ZI f(e2)e—dx:2.[0f(t)dt=2j f(t)dt:2-1:1
0 0 2 e2 1 2

131. Sea g(x) =Ixf (t)dt con f, definidaen [0,10], dada en lafigura.
0

Y
}

N/
a) ¢Tiene g algin maximo o minimos relativos? ¢ Donde estan?
b) ¢En qué valores de x alcanza g el maximo y el minimo absolutos?

c) ¢En qué intervalo es la gréafica de g concava hacia arriba?

d) Esboza la grafica de g.

Alser g'(x)=f(x),seveque g'(x)=0six=1,3,5,7,9.

a) En los puntos de abscisa 1, 5, 9, g'(x) pasa de ser positiva a negativa, luego g pasa de ser creciente a
decreciente, es decir, se trata de maximos relativos.

En los puntos de abscisa 3, 7, ¢ (x) pasa de ser negativa a positiva, asi que en ellos g (x) presenta minimos
relativos.

b) Se estudia el valor de g en x =0y x =10y en los puntos del interior en los que se anula la derivada.
g(O):IOOf(t)dt:O; 9(1)>0, 9(3)<g(1), 9(5)<g(1), 9(7)<g(1) pues g(7)<g(5). 9(9)=9(5) y
9(10)<g(9).

Asi pues, el maximo absoluto de g se alcanza en x = 1. Andlogamente, se ve que el minimo se alcanza en 3.

c) g"(x)>0 sif'(x)>0 yesoocurreen (2,4)u(6,8).

d)

Y

i
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2
132. Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0)=P(2)=1y que I P (x)dx =%.
0

P(x)=ax’+bx+c cona=0.P(0)=c=P(2)=4a+2b+c=1,esdecir,4a+2b=0yc=1.

20, 1 .. 8 1
Por otra parte, ‘[ (ax +bx+1)dx =—,esdecira — +2b+2=—,
0 3 3 3

5

Por tanto, si 2a+b:0y§a +b:—g,setieneque %a: ,a

oo
Il
|
(e
I
I
|
<
U
—~
x
SN—
I
|
B
I
|
x
+
=

133. En la figura se muestra la parte positiva de la gréafica dey = 4x — x%. Encuentra la ecuacién de una recta

vertical para que el &rea de la zona sombreada sea de 9 u’.

Y

—
T~
|~

—O0
—

a 372 3
I (4x-x*)dx =9, es decir: {sz—%} =9, 2a2—%:9, a’-6a’+27=0, (a-3)(a’-3a-9)=0,a=3,
0

0

pues las otras soluciones no estan en [0, 4] .

La recta buscada es x = 3.

PARA PROFUNDIZAR

X
134. Sea g : R —» R unafuncién continuatal que si x =0, g(x)=XL:L y sea f(x)=I g(t)dt.
e’ — -X

135.

Calcula g(0), estudia la continuidad de f y obtén f'(x).

=1.

Como g es continua en 0, se tiene que g(0) = Iimog(x) = lim — 1
X x->0e” —

X 0 X
fes continua en R pues es derivable ya que g es continuay, al ser f(x) = J‘ g= I g +I g, se tiene que:
-X -X 0

1) = (-0 (=0) (D) 0(0) -9 (x) rg () - XL

e -1 e*-1

Sea f una funcidn continua y positiva en el intervalo [0,1]. Halla razonadamente el nidmero de raices en

(0,1) de lafuncién F(x)=joxf (t)dt —Ilf (t)dt .

La funcién F(x) es continua en [0,1] (pues es derivable), siendo F(O):Ioof —I:f :O—I:f <0 pues f es
positiva en [0,1].

Anélogamente, F(1)= j;f - Llf = I:f -0>0.

Asi pues, F tiene al menos una raiz en (0,1).

Se estudia F'(x): F'(x)=f(x)-f(x)(-1)=2f(x)>0

Asi pues, como F'(x) nunca se hace cero en (0,1), se desprende que F no puede tener mas de una raiz en dicho
intervalo por lo que, junto al argumento anterior, se concluye que solo tiene una raiz.
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136. La figura muestra un semicirculo de radio 1, didmetro horizontal AB y rectas

Unidad 6] Integral definida

tangentes en Ay B. ¢ A qué distancia del diametro debe colocarse la recta horizontal
MN para minimizar el area sombreada?

Hazlo de dos formas: minimizando una funcidn integral y minimizando una funcién
que dependade o. o

Se toma un sistema de ejes perpendiculares con origen en el centro del semicirculo, cuya
ecuacion seria:

y =v1-x2 . Seay =k la ecuacion de la recta MN y se escribe el area sombreada en funcién de k.

A—ZUW\/l—xzdx—k\/l—kz +k(1—\/1—7) ﬂdx]_

i

0

V1-k? V1-k?
_z“ \/1—x2dx+j VI-x%dx +k — 2kV1-K? | = f (k)
0 1
Para obtener el minimo valor de f(x), con k €[0,1], se calcula su derivada respecto de k.

— — 2 o2 2
f'(k)z2[k~ k)6 +1—2[\/1—k2— k H:z{iu—z 1k? 4
1-k?  V1-K? 1-k? V1-K? 1-k?

V3
o

, k=

=2[1—2 1- kz]Asi pues, f'(k)=0 si V1-k2 =

N |-

Asi pues, la recta MN se debe situar a una distancia de ? del diametro AB. Se comprueba, posteriormente, que

para ese valor de k, f alcanza el minimo absoluto.

Se resuelve ahora el problema sin utilizar el calculo integral, como indica el enunciado. El area sombreada es:

n o 1 1+1-cosa o T T
2[————Esena COSa+Tsena—E}:Z[Z—owsenoc—sena cosﬂ:f(a) con ae[o, 5}

f'(a)=2[-1+cosa-cos2a]=0 si cos2a-cosa+1=0, es decir, cos’a-sen’a-cosa+1=0, es decir,

. 1
2cos? o —cosa =0 . Asi pues, cosa = 0,cosa =5

3

1 . - .
Se nota que el valor cosa = > corresponde al valor de k = - obtenido por el procedimiento anterior.

1 . -
Se comprueba que coso = Ecorresponde efectivamente al minimo absoluto.

2157 f[E)o2 | B qla2 1o T =22 L 0,43
2 4 2 4 2

. 1 T
Sicosa=—,a=—Yy f(0)=2-
o > o 3 y £(0)

f(szz. mon 3 V3] ,[\B | 3B-m_ .o,
3 4 3 2 4 4 12 6
Asi pues, el minimo valor corresponde a cx:% o k :é.



SOLUCIONARIO

137. a) Escribe J.sen”xdx en términos de J.sen"'zxdx-

(Haz u=sen"x y dv =senxdx e integra por partes).

b) Utiliza el apartado anterior para demostrar:

K k4

> n-1 _
Izsen”x dx = jzsen“ 2% dx
0 n 0

c) Sinesunimpar positivo, prueba la férmula de Wallis:

ki

z 2.4.6-..-(n—
Izsen”xdxze—(nl)
0 3:5:-7-...-n

a) Isen”x dx = -sen""'xcosx + I(n —1)sen"?x cos® xdx = —sen"'x cos x +(n —1)Isen”‘2x(1— sen’x ) dx =

=-sen"xcosx + (n —1)Isen”’2x dx —(n —1)Isen”xdx

- - -1 - n-1 -
nIsen"xdx =-sen"'xcosx+(n —1)J.senn xdx = Isen”xdx =—sen""'xcosx +—Isen" xdx
n n

Fl 1 } : n-1(: _ (2 n-1(z ;
b) J. sen"xdx = {——sen” Ix cosx} + I sen""2xdx , es decir, J- sen"xdx = —J- sen"%x dx
0 n n n

0 0 0

0

2 _ n-3(2 _ (2 n-1n-3(:
c) Izsen” zxdx:—j “sen"“xdx , es decw:J‘ “sen"xdx = ———— > | *sen"“*xdx
0 -2Jo 0 n n-2Jo
Reiterando, si n es un entero positivo impar:
2 n n-in-3n-5 2r32 n-1n-3n-5
sen"xdx = —— ..— | senxdx =——
0 n n-2n-4 3Jo n n-2n-4

S

2
3
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138. Sea f : R » R definida por f(x)=xe'™ .

1
a) Calcula |1=I f(x)dx.
0
1
Paracada n>1, sea |, =I x"e'™ dx .
0

b) Demuestra que si X €[0,1], entonces x" < x"e™™ <ex".

<l, <
n+1 n+1

1
c) Calcula J, =J- x"dx y prueba que si n>1, entonces . Deduce que |, no es un namero
0

entero.

d) Por integracion por partes demuestra que I, =(n+1)I, -1.
e) Sea k, =nle-I,, escribe k,,; enfuncién de k, y prueba que k, es un nimero entero para todo n.

f) Utilizando c) y d) prueba que nle =k, +1, no es un entero.

g) Demuestra que el nimero e es irracional.

! 1-x 1-x7t ! 1-x
a) I1=J.0xe dx:[—xe ]0+J.01~e dx=e-2

b) Si xe[0,1], 1<e*™ <e, asique x" <x"e"* <ex"

1 L 1 1 e
<| x"e*<e- = <l <
n+1 0 n+1 n+1 n+1

. 1 e .
Por tanto, sin> 2, es 3 <l < 3 I, =e—-2. Luego I, noes un nimero entero.

1 1
d) l,,= Io x" el dx = [—x”*l . el’xll) +(n +1)J.O x"e'dx = -1+ (n+1)I,

e) Por induccion:

Sin=1, k,=lle-l,=e-(e-2)=2.

Suponiendo que K, es entero se demuestra para K, .

koo =(n+1)le -1, =(n+1)le—(n+1)l,,, +1=(n+1)[nle—1,]+1=(n+1)k, +1 es entero.
f) Como, segin c), |, no es entero con n> 1, sigue que nle =k, +1, no es entero conn > 1.

. o . a .
g) Si nle no es entero, e es irracional pues, en caso contrario, e :B' setomarian=by nle= b!%=(b—1)!a

seria entero.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1.

En la parabola que corresponde a la funcion f(x) =x?+a, siendo a un ntimero real, las tangentes en los

puntos de abscisas 1y —1 pasan por el origen de coordenadas.

Obtén ay calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y dichas tangentes.

Los puntos de abscisas 1y —1 tienen ordenada 1 + a.
Las rectas tangentes en dichos puntos son y —(1+a)=2(x-1) e y —(1+a)=-2(x +1).
Al pasar por O(0,0), la primera, por ejemplo, es —(1+a)=-2,a=1.

Asi pues, la parabola es y = x* + 1 y nos piden el area del recinto sombreado.

1

. 1 1)
Area sombreada = ZI (x2+1—2x)dx=2 = S22
0 3 3 3

[o]

x-1

Calcula el valor del area limitada por lacurva y =

Un esbozo de la regién de la que nos piden el area seria la sombreada.

4y
Asi que el &rea pedida esJ. 1 dx .
3 X° -4
x-1 x-1 __A B _A(x-2)+B(x+2)
x*—4 (x+2)(x-2) x+2 x-2 x* -4

Xx=2=1=4B

L -1=A(x-2)+B 2) . Por tanto, si
uego X (x-2)+B(x+2). Por ano,3|{)(:_2:>_3:_4

or lo que:
A p q

4

4 _
J' X 1clx=[§|n|x+2|+i|n|x—2|} 23
3 X -4 4 4 , 4

In6+£|n2—iln5 =§Ing+iln2 u’
4 4 4 5

Obtén el area del recinto acotado limitado por las gréficas de f(x)=x?-x-2y g(x)=1-|x|.

El recinto del que se pide el area es el sombreado.

Asi pues, las coordenadas de los puntos de corte son las soluciones de los sistemas:

{y:xz—x—Z:(x+1)(x—2) {y:(xﬂ)(x-z)

y=x+1 y=-x+1

queson x=-1y Xx= \/§ respectivamente, por lo que el &rea pedida seré:

,eleje Xylasrectas x=3yx=4.

o/a

||

J’_O [X+1-(x+1)(x-2)]dx +Jﬂ6[—x +1-(x+1)(x-2)]dx = I_O (=x% +2x +3)dx +I£(—x2 +3)dx =

3 0 3 V3
:[—X—+x2+3x} +[—X—+3x} :1—1+3+(—\/§+3\/§):2\/§+1 u?
3 1 3 o 3 3

11
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4. Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones y =—,y=x ey =28xy calculasu area.
X

1
= = Y
A T :A(%Aj; B:Y T2 éB(ll),C[%,lj /
y:8x y=X A
|
Area del triangulo OCA: 1(4—1 L7 u? Bl
2""2) 278 1
, . 11 1 %27 1 .1 5, e X
Area region ACB = I (—Z—Xde: — ] =-1-—+2+=—=—u
1 x x 2| 2 8 8 II
2

Asi que el area del recinto sombreado es %+§ :% u’.

5. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) =x%-2x2+ x y larectatangente a dicha
grafica en el maximo relativo.

+416 —
f'(x)=3x*-4x+1=0 six:w:x:lx:l Y Tt
6 3 P(1.24)
l o (]
" o1 - . 1.(1
f"(x)=6x-4, f"| = |<0 por lo que el maximo relativo es P| =,f| = ||. /! /
3 3 \3 N /
Nos piden el area de la regiéon sombreada. / 1. X
1N 4 y =x3 -2x% +x /
T

L 4 - 1 p .
Resolvemos la ecuacién x® - 2x% + x —— = 0. Sabemos que una solucién es x = 3 asi que factorizamos como

x3 —2x2+x—i:(x—lj(x2 _5 +iJ
27 3 3 9

x2 —Ex +i=0:x=l,x =i por lo que B(ilJ y el area pedida es:
3 9 3 3 33

il 4 ax Xt 23 21

J [——(x3—2x2+x)}dx: 2L 2=

1127 27 4 3 2 12

ES
3

1 J+Il=-cosl+e

1
6. Si I=| et =_[
il I e~ costdt y J J-l=-senl

0 0

e’'sentdt, comprueba que { , y calcula después las

integrales.

1 1 el
I :I el costdt :[el‘tsentJ +I el'sent dt = senl+J
0 0 0

¢ !

f 9

1 '
J:I el'sentdt :[—el“cost] —J. el cost dt =—cosl+e—|
0 0 0

I I
f g’
| =senl+J | +J =-cosl+e ) I-J =senl (1%ecuacion)
, debemos probar que y efectivamente, N
J=—-cosl+e—I I -J=senl I +J =-cosl+e (22ecuacion)
1 1
por tanto, | =E(sen1—cosl+ e),J :E(—senl—cosl+ e).
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7. Encuentra el valor de ¢ para que la recta x = ¢ divida al area de la region bajo la grafica de

f(x) = 1—%entre 1y 2 en dos regiones, tales que el area de la de la izquierda sea el doble del area de la
X

de la derecha.

¢ 1 2 1
Hay que hallar ¢ para que I (1——2jdx:2J‘ (l——zjdx, es decir: Y
1 X c X
C 2 "
[x+i} =2[x+l} , asf que c+1—2=2(2+l—c—1j, ' ]
X | X g c 2 c |
0 X
c+i—2:5—20—3,osea: \ /
c [ \ {
+
3(c+£j—720+1—%z3c2—7c+3—0:>c—7_62/1_3 y como ¢ > 1, la solucion es c:7+g/ﬁ
c c

2x
8. Calculalos puntos donde se anula la derivada de la funcion f(x)=-2x +I gt 101424 gy
0

f1(x) = —2+¥° 2024 9 _ 0 si ¥ 22 _1 es decir, 4% —20x+24=0= X=2yX=3

9. Calcula el volumen del cuerpo generado en la rotacion alrededor del eje X de la superficie limitada por la
curva y =senx con 0<x <m Yy el gje.

V:“I senzxdx:nJ. l(1—c052x)dx:E x—Lsen2x | =En=""u
0 02 2 2 2

Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1. Si f(x)=-[xtg4tdt y g(x)=2x?, entonces (g of)(%) es igual a:
0

A 2n-1 B. 3n—% C. 275—% D. n—g

La solucién es D. (g of)'[%) =g '[f (%Df (%) .

g(x)=2x*, g'(x)=4x, f(x)=I0xtg4tdt;

f[ﬁj =th4tdt =th2t(1+tgzt ~1)dt :jztgzt(l-rtgzt)dt —thztdt =th3t}4 —I (1+tg?t ~)olt =
4 0 0 0 0 3 o

1

1 (% ) i, 1 L n
—E—J.O(1+tgt)dt+jodt—g—[tgt]g+[t]g—§—1+z

2
4 3

2 8 T 8
Por otra parte, f'(x)=tg*x, con lo que f' E)zl. ' f(ﬁj =4[£——j= ——. Asi pues, of '(—): -—
p (x)=tg q [4 9’13 273)°" 3 p (9°f) 2773

|
ST
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302

2n
Sobrelaintegralj |senx|dx podemos afirmar:
0
A. Vale 0. C. Vale 4.
B. No existe, pues y =|senx| no es integrable. D. Es |-cos2n|+|cos0|.

La solucion es C.

2n T 2n T 2n
senx|dx = senx|dx + senx|dx = | senxdx — senxdx =[-cosx|" +[cosx[?* =1+1+1+1=4
0 T
0 0 T 0

T

Sea f una funcion definida en el intervalo abierto (0,4) con derivada segunda continua. Si f tiene extremos

2
locales en los puntos 1y 2, de la integral | =I xf "(x)dx , podemos asegurar que:
1

A 1=f(2)-f(1) B. I=f(1)-f(2) C. I=F'(1)-f'(2) D. I=2f'(2)-f(1)

La solucion es 8. 1 =[xt (x)dx = [xt*(x) —sz (x) =[x ()T ~[F (T =2F(2) - F(1) - (F(2) -1 (1))

1

Al tener f extremos locales en 1y 2, se tiene f'(2) =f'(1)=0 por lo que | =f(1)-f(2).

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

1 1
4. Sean I=I tcos?(nt)dt y J =I tsen®(at)dt .
0 0

1
A 1>0 B. 1+J=1 C. 11 D. I—JSJ.'[COSZMdt
0

La respuesta A es verdadera pues las funciones continuas f(t)=tcos?(nt) y g(t)=tsen’(nt) son no negativas
en el intervalo [0,1].

1
La respuesta B es falsa porque 1 +J = I tdt =%
0

1 1
La respuesta C es verdadera porque | = J tcos? (mt)dt < I tdt =% .
0 0

1 1
La respuesta D es verdadera porque |—J =I t(cos2 (mt)-sen® (nt))dt =J‘ tcos(2nt)dt .
0 0

i
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5. Seaflafuncion definidaen [0,n] cuya representacion gréafica es la de la figura. Y

N

= Igf (x)dx — J.Enf (x)dx

Al rf(x)dxzo c.
0 0 2 0

J.nf(x)dx

0

[NIE]

D. El valor medio de f en [0,n] es inferior a 1.

B. j:|f(x)|dx =

Ionf(x)dx

g

La respuesta A es verdadera pues J‘Ef (x)dx > —.[ f(x)dx.
0

N|a

<jogf(x)dx.

La respuesta B es falsa, pues J-n|f (x)|dx > J-Ef (x)dx y
0 0

J:f (x)dx

La respuesta C es falsa pues I f(x)dx >0, por lo que
0

b

= J.nf (x)dx = J.ff (x)dx + J.zf (x)dx = J-ng (x)dx —J.;f (x)dx .

J-nf(x)dx

0

0

f (x)dx < J?f (x)dx <%-2 =n, por lo que el valor medio de f en [0,n] es

La respuesta D es verdadera ya que I
0

0

s
menor que —=1.
s

Elige larelacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6. *Seafunafuncion continuaen [a, b].

1. =0 2. f(x)=0en [a,b]

I:f(x)dx

A le 2 B.1= 2,pero2 » 1 C. 2= lperol = 2 D. 1y 2 seexcluyen entre si.

b
La solucién es C. Si f(x)=0 en [a,b], es I f(x)dx =0, por lo que 2 = 1. Obviamente 1= 2, como lo justifica
a

cualquier funcion cuya grafica sea como la del ejercicio, es decir, simétrica respecto del punto medio del intervalo
[a b].

Sefiala el dato innecesario para contestar
8

7. Paracalcular I f (x)dx nos dan estos datos:
0

1. f(x) es periddica de periodo 4.
2. f(x) es unafuncion par.

3. f(x)=x para0<x<2.

A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.

B. Puede eliminarse el dato 2. D. No puede eliminarse ningun dato.

La solucién es D. Los datos 1, 2 y 3 son los tres necesarios para saber como es la funcién en [0,8] . Asi pues no
puede eliminarse ningun dato.
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