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7Trigonometr|’a

Hace mds de 3000 anos, babilonios y egipcios uti-
lizaron la semejanza y rudimentos de trigonometria
para medir campos, realizar construcciones, e inclu-
so para la astronomia y la navegacién... Estos conoci-
mientos pasaron a Grecia, donde cabe destacar a dos
grandes astrénomos (pues trigonometria y astrono-
mia van de la mano):

Hiparco de Nicea (180-125 a.C.), considerado el
“padre de la astronomia”, consolidé el sistema sexa-
gesimal para la medida de dngulos. Teniendo en
cuenta que la esencia de la trigonometria es susti-
tuir medidas angulares por medidas lineales, elabord

unas tablas en las que asociaba la me-

dida de cada dngulo con la longitud A
de la cuerda correspondiente. )
Ptolomeo de Alejandria (85-165) ampli6 y mejord
la obra de Hiparco y escribié un enorme tratado de
astronomia de trece libros, al que se acabé llamando
el Almagesto, (el mds grande).

Los indios, durante los siglos 1v y v, desarrollaron
una trigonometria con un enfoque distinto al de los
griegos: asociaron a cada dngulo la longitud de la
semicuerda del dngulo doble (lo que
posteriormente se llamaria seno del
dngulo), consiguiendo asi trabajar
con tridngulos rectidngulos, mds féci-
les de manejar.

Los drabes (siglos 1x-x) se inspiraron en el Almagesto
de Prolomeo pero utilizaron las tablas de los senos de
los indios, las ampliaron con otras medidas y las me-
joraron. Su trigonometria, bien fundamentada y muy
préctica, se extendié por Europa a partir del siglo xir.

DEBERAS RECORDAR

; M Cudndo son semejantes dos tridngulos rectdngulos.
(%]

o B Cémo utilizar las sombras para medir ciertas

e longitudes inaccesibles.

& A R e

=
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Recuerda

Razén. Se llama razén entre dos nt-
meros a su cociente.

A

C
Para designar dngulos, se suelen utilizar
letras griegas como:

o alfa
B beta
Y gamma
() fi
B
o
]
4 C

No lo olvides

Las razones trigonométricas depen-
den del dngulo pero no del tridngulo.

Actividades

Razones trigonomeétricas de un angulo agudo

Vamos a estudiar todas las posibles razones entre dos de los lados de un tridngu-
lo rectingulo.

I Definiciones

Sobre un dngulo agudo, @, construimos un tridangulo rectdngulo, ABC. Damos
las siguientes definiciones con sus correspondientes abreviaturas:

longitud del cateto opuesto a o

seno de O = sen O = —
longitud de la hipotenusa AB
longitud del cateto contiguo a o AC
coseno de O = . . cos O = —
longitud de la hipotenusa AB
tangente de 0 = longltud del cateto opuf:sto ao — BC
longitud del cateto contiguo a o AC

Estas relaciones se llaman razones trigonométricas del dngulo o

Il Calculo grafico (aproximado)
de las razones trigonométricas de un angulo

La propia definicién nos proporciona un método para calcular las razones trigo-
nométricas de un dngulo agudo:

Se dibuja el dngulo. Desde un punto, B, de uno de los lados se traza una per-
pendicular al otro lado. De este modo se forma un tridngulo rectdngulo ABC. Se
miden los lados:

AC =41 mm, BC=28 mm, AB =50 mm
Ahora, con estos datos, calculamos las razones trigonométricas:

41 28
— ==—=0,56 oa=—=0,82 two-=
=30 5 cos 50 4

Podriamos medir el 4ngulo con el transportador. Obtendriamos o = 34°. Por

i 0,68

tanto:

sen 34° = 0,56 cos 34° = 0,82 tg 34° = 0,68

Las medidas efectuadas son aproximadas. Por tanto, las relaciones finales también
lo son.

1 Dibuja sobre un dngulo como el anterior, 34°, un tridnguo recténgulo mucho mds grande. Halla
sus razones trigonométricas y observa que obtienes, aproximadamente, los mismos valores.
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Notacion

En lugar de (sen )2 se suele poner
sen? 0. Del mismo modo:
(cos )% = cos? o y (g o)? = zgz o

A pesar de la costumbre, y para evitar
confusiones, utilizaremos durante este
curso la expresion con paréntesis.

Actividades

Relaciones trigonomeétricas fundamentales

Los valores de sen, cos y tg de un mismo dngulo no son independientes, sino
que estdn relacionados, de tal modo que conociendo uno de ellos, podemos calcular
los otros dos. Las relaciones que los ligan son las siguientes (se las suele llamar
relaciones fundamentales):

[1] S o [

(sen o)2 + (cos o) = 1
cos O

Estas igualdades son ficiles de demostrar:
B\ [AC\2  RC2 . A2
(1] (sen 0)? + (cos a0)? = (B__C) + (A__C) _BCT+AC*
48] \4B Vi

pues por el teorema de Pitdgoras se cumple que BC? + AC? = AB>.

snc. _ BC AC_BC .,

(1] == ===
cos®  AB AB AC

En los siguientes ejercicios resueltos vemos cémo, conocida una razén trigono-
métrica de un dngulo, se pueden calcular las otras dos.

Ejercicios resueltos

1. Sabiendo que cos 0. = 0,63, calcular s=sen ol y #=tg Q.

Mediante la igualdad I, conocido sez ot obtenemos cos ., y viceversa.
$240,632=1 = s2=1-0,63%=0,6031 — 5=0,6031 = 0,777

(Solo tomamos la raiz positiva, porque sez 0. ha de ser positivo).

t= 0(;76737 =1,23 Solucion: sen o= 0,777 o =1,23

2.Sabiendo que #g o =2, calcular s=sen 0 y ¢ = cosO.

Mediante las igualdades I y II, conocida zg o se obtienen, resolviendo un
sistema de ecuaciones, los valores de sen o0 y cos au:

i-2 s=2c
c
52+52=] (2(‘)2+L‘2:1 —>4CZ+L‘2:1 —>5L‘2:1
1 il
2—;%6:% racionalizando C=§; =¥

Solucion: sen oL = ¥ =0,894 cosol = g = 0,447

1 5en 37° = 0,6. Calcula cos37° y 1g37°. 2 19 28°=0,53. Calcula sen 28° y cos 28°.




Il Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°

3 Los tridngulos rectdngulos cuyos dngulos agudos son 45°, 30° o 60° aparecen con
mucha frecuencia, por lo que resultan especialmente interesantes en geometria.
Vamos a hallar las razones trigonométricas de estos dngulos.

Razones trigonométricas de 45°

La hipotenusa de este tridngulo rectingulo issceles
1 mide:
b h =12+ 12 =2. Por tanto:
3 45 = sen 45° = 1 ﬁ, cos 45° = ﬁ, tg45° =1
: 3 1 2 2 2
60° ;
452 Razones trigonométricas de 30° y de 60°
S0 : E Calculamos la altura de este tridngulo equil4tero:
l Q E 1 300
2 2 2 . \/ ) ( 1 )2 \/ 1 \F V3
a=~|1"—[=]| =1|l——= =/ =—
60° 2 4 4 2
1/2
sen cos tg
30° 1 \3 \3 Por tanto:
2 2 | 3
. \2 \2 er30°=l 6'05300=£ tg30°=£=L=£
45 - - 1 2 2 \/g /2 \/g 3
V3 1
60° AER — \3
2 2 sen 60° =g cos 60° =% tg60°=%=\/§
Actividades

3 Teniendo en cuenta que 7g 45° = 1, deduce el valor
de sen 45° y de cos45° mediante las relaciones fun-
damentales.

4 Teniendo en cuenta que sen 30° = 1/2, halla el valor
de cos 30° y de g 30° mediante las relaciones fun-
damentales.

5 Completa en tu cuaderno la siguiente tabla:

0,94 4/5

0,82 \3/2
tg o 3,5 1

sen o

COSs o

En las operaciones donde aparezcan radicales, trabaja
con ellos; no utilices su expresién decimal.

6 Un carpintero quiere construir una escalera de tije-
ra, cuyos brazos, una vez abiertos, formen un dngulo

de 60°.

Para que la altura de la es-
calera, estando abierta, sea
de 2 metros, ;qué longitud
deberd tener cada brazo?

7 Calcula el seno y la tangente de un dngulo cuyo cose-
no vale 0,8.

8 Calcula el seno y el coseno de un dngulo cuya tan-
gente vale 0,7.
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Teclas trigonométricas

Para el clculo y el manejo de las razo-
nes trigonométricas, hasta ahora solo
hemos utilizado las operaciones arit-
méticas de la calculadora: =)
=y .

En este apartado vamos a aprender a
manejar las teclas especificamente tri-
gonométricas.

Entrénate

Obtén las siguientes razones trigono-
métricas y escribe en tu cuaderno los
resultados redondeando a las milési-

mas.

a) sen 86° b) cos 59°

o 1g22° d) sen 15° 25" 43"
e) cos 59° 27' f) t786° 52'

g) sen 10° 30" (atencién, 10° 0" 30")

S
°
@
N
£
=1
©
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Utilizacion de la calculadora en trigonometria

Las calculadoras cientificas nos dan directamente el valor del seno, del coseno o
de la tangente de cualquier dngulo. También nos dicen cudl es el dngulo del que
conocemos el valor de una de sus razones trigonométricas.

Veamos, paso a paso, cdmo se recurre a la calculadora para trabajar en trigono-
metria.

Seleccion del modo peG (grados sexagesimales)
Las calculadoras manejan tres unidades de medida de dngulos:
* Grados sexagesimales (DEG). Son los que utilizamos normalmente.

* Grados centesimales (GRa). Un dngulo recto tiene 100 grados centesimales.
Nunca usaremos esta unidad de medida.

* Radianes (rRaD). Esta unidad de medida de dngulos estd relacionada con el
estudio funcional de las razones trigonométricas (funciones trigonométri-
cas). A partir del curso préximo se usard con frecuencia.

En este curso utilizaremos, exclusivamente, los grados sexagesimales. Por

SETUP

tanto, selecciona en la calculadora el modo DEG, a partir de la tecla ol ],
segtin el modelo de calculadora.

Anotar un angulo. Tecla ()

Para escribir el dngulo 38° 25' 36", se procede asi:

3812536 )(38. 426656567 38°25°3%8
Se anota el 4ngulo en forma decimal Se expresa el dngulo en forma sexagesimal

En las CALCULADORAS DE PANTALLA DESCRIPTIVA se procede del mismo modo:

36°25°36°
38(725073607)=)

Calculo de una razén trigonométrica. Teclas () () ()
Para calcular sen (47° 25'), se procede asi:

4709256 (141666661 = (0.736258335121]
Es decir, sen 47°25' = 0,736

Andlogamente, se procede con coseno, (=), y tangente, (en).

Funciones inversas: () (o (@), () (651@0), () (o ()

¢Cudl es el dngulo cuyo seno vale 0,5? Sabemos que es 30°. La forma de pre-
guntdrselo a la calculadora es esta:

b @) 0,5 ([ 30)

Andlogamente:
coso =056 = ;00 — 0,56 e I(55°56°39.1 3
go=3 = 00 — 3EEC)(31°33°54. 18
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Ejercicios resueltos

1. Los dos catetos de un tridngu-
lo rectingulo miden 17 cm y

40 cm. Hallar los dngulos del
tridngulo.

2.Iris estd haciendo volar su co-
meta. Ha soltado 36 m de hilo
y mide el 4ngulo que forma la
cuerda con la horizontal: 62°.
:A qué altura se encuentra la
cometa sabiendo que la mano
de Iris que sostiene la cuerda
estd a 83 cm del suelo?

Actividades

Resolucioén de triangulos rectangulos

Resolver un tridngulo es hallar uno o més elementos desconocidos (lados o
dngulos) a partir de algunos elementos conocidos.

Las razones trigonométricas nos permiten resolver cualquier tipo de tridngulo
recténgulo.
Conocidos dos lados
* El tercer lado se obtiene mediante el teorema de Pitdgoras.
¢ Cada uno de los dngulos agudos se halla a partir de la razén trigonométrica
que lo relaciona con los dos lados conocidos.
Conocidos un lado y un angulo

* Otro lado se halla mediante la razén trigonométrica que lo relaciona con el
lado y el 4ngulo conocidos.

* El otro dngulo agudo es complementario del que conocemos.

1. El dngulo o se relaciona con los dos catetos me-
17 . 17
I o diante su tangente: 7g Ol = 0" 0,425

40

Hallamos con la calculadora el dngulo cuya tangente es 0,425:
(o) (o) 0,425 ) )(23°1°3 1.3 7). Es decir, o0 =23°1"32".
El otro dngulo es su complementario: 90° —23° 1' 32" = 66° 58" 28"

a es la altura de la cometa por encima de la mano de
Iris.

a es el cateto opuesto al dngulo de 62°. El seno es la ra-
z6n trigonométrica que la relaciona con la hipotenusa:

sen62°=3i6 — 2=36-5en62°=31,79 m

La cometa estd a una altura de 31,79 + 0,83 = 32,62 m.

1 En un tridngulo rectdngulo, un dngulo agudo mide 3 Los dos catetos de un tridngulo rectingulo miden
27°y la hipotenusa 46 m. Halla los dos catetos. 48 cm y 71 cm. Calcula, en grados y minutos, los

dos dngulos agudos.

4 En un tridngulo rectdngulo, un dngulo agudo mide

2 ;Cudnto mide la apotema de un pentdgono regular 37°, y el cateto opuesto, 87 m. Halla el otro cateto y

delado /=10 cm?

la hipotenusa.
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oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Ejercicios

Practica Relaciones fundamentales

Razones trigonométricas de un angulo agudo 6 YVV Si sena=0,28, calcula cosot y zg o utili-
zando las relaciones fundamentales (ot < 90°).
1 vV Halla las razones trigonométricas del dngulo
o en cada uno de estos tridngulos: 7 vV Halla el valor exacto (con radicales) de sen o

y g 0. sabiendo que cos 00 = 2/3 (0 < 90°).

a) b) )
® 8 VYV Si wo = 5, calcula sen o y cos oL (o< 90°).
120
9 VvV Calcula y completa esta tabla en tu cuaderno,
con valores aproximados:
<5
2 sen o | 0,92
2 vVWv Midienéo los lados, halla las razones trigono- Cos a. 0,12
métricas de B en cada caso: tg o 0,75
a) b)
B A 10 vVV Calcula el valor exacto (utilizando radicales)
de las razones trigonométricas que faltan en la tabla
C siguiente (0t < 90°). Hazlo en tu cuaderno.
V4 sena | 2/3
cos o V213
B tg o 2
3 VVV Halla las razones trigonométricas de los dngu-
los agudos de los siguientes tridngulos rectingulos 5|~ 1adora
(A =90°):
) b=56cm; =623 cm 11 vVV Completa en tu cuaderno la tabla siguiente,

utilizando la calculadora:

b) b = 33,6 cm; ¢=4,5cm

=16 cm; 4= 36cm a | 15° | 55720 |72°25'40" | 855°
sen o
4 vV Comprueba, con el teorema de Pitdgoras, cos
que los tridngulos ABC y AHB son rectingulos.
t
A Halla en cada uno 9o
,\g 56,72 cm 24 em lrillSéijiZCO;Cilzrlgg\nO}—’ 12 vvvV Halla el 4ngulo o en cada caso. Exprésalo en
C(« = oo B compara los resulta- grados, minutos y segundos.
1,96 cm dos. ;Qué observas? a)seno =058 b)eosat=0,75 ¢ mga=25

5 VvV Calcula las razones trigonométricas de los dn-

d)smoc:ﬁ e) cosO(:L f) thL=3\/E
gulos A y C, ABD y CBD.

13 vVUV Halla, con la calculadora, las otras razones
trigonométricas del dngulo o en cada uno de los
casos siguientes:

a)sen =023 Db)eosau=0,74 o) mga=175

1 \3
d)sen o0 = — C)tg0€=\/g ) cos o = —=
\2 2

A D 16 cm —~C




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Aplica lo aprendido

14 vvV Halla la medida de los lados y los dngulos
desconocidos en los siguientes tridngulos rectingu-

los (zél\ =90°):

a) b=7cm c=18 cm
b)a =25 cm b=7cm
c)b=18cm B = 40°
de=127cm B =65
¢) a=35cm C =36°

15 vVV Cuando los rayos del sol forman 40° con el suelo,
la sombra de un 4drbol mide 18 m. ;Cudl es su altura?

16 YVV En un tridngulo isésceles, su lado desigual
mide 18 m, y su altura, 10 m. Calcula sus dngulos.

17 vvV Calcula el perimetro y el drea de un tridngulo
isésceles en el que el dngulo desigual mide 72° y la
medida del lado opuesto a ese dngulo es de 16 m.

18 VvV Los brazos de un compids, que miden 12 c¢m,
forman un dngulo de 50°. ;Cudl es el radio de la
circunferencia que puede trazarse con esa abertura?

19 vvV Calcula la altura, h, y el drea de los siguien-
tes tridngulos:

Autoevaluacion

:Dominas las razones trigonométricas de un dngulo
agudo y sabes utilizarlas para calcular lados y dngu-
los? ;Conoces las relaciones entre ellas?

1 a)Si coso=0,52, calcula sen o y zg 0.
b)Si B = %, calcula sen 3 y cos B.

La calculadora cientifica es un instrumento bdsico
en trigonometria. ;Sabes manejarla con eficacia?

2 Si sen o= 0,35, ;cudnto mide o? Halla las otras razo-
nes trigonométricas de o con ayuda de la calculadora.

oroblemas

20 VvV Calcula la altura sobre el lado AB en los si-
guientes tridngulos:

a) B by B

D

15 cm 23 cm

70°

A
A C C
21 vVV Para medir la altura de un 4rbol, nos situa-
mos a 20 m de su base y observamos, desde el sue-
lo, su parte mds alta bajo un dngulo de 50°. ;Cudn-
to mide el drbol?

22 vvV Dos antenas de radio estdn sujetas al suelo
por cables tal como indica la figura.

Calcula la longitud de cada uno de los tramos de
cable y la distancia AE.

23 VvV Una escalera, porla
que se accede a un tdnel,
tiene la forma y las di-
mensiones de la figura.

Calcula la profundidad del punto B.

:Sabes resolver tridngulos rectingulos a partir de un
lado y un dngulo o de dos lados?

3 En un tridngulo recténgulo, un dngulo agudo mide
50°, y la hipotenusa, 16 cm. Resuelve el tridngulo.

4 Una escalera de 3 m estd apoyada en una pared. ;Qué
dngulo forma la escalera con el suelo si su base estd a
1,2 m de la pared?

5 En un tridngulo isésceles, cada uno de los dngulos
iguales mide 70° y su altura es de 12 cm. Halla la
medida de los lados del tridngulo.
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8Geometrl’a

analitica

Con la invencién de la Geometria Analitica se pone
de manifiesto, una vez mds, que las grandes creacio-
nes humanas son fruto de una época, de un momento
histdrico cuyas circunstancias lo propician. Solo falta
el personaje genial que lo lleve a efecto. En este caso s
fueron dos franceses, Descartes y Fermat, quienes la | .
desarrollaron independiente y casi simultdneamente. i R

René Descartes (1596-1650), filésofo y matemdtico, | E .

en su obra E/ discurso del Método incluy6 una parte S ;
final llamada “Geometria” en la que se detalla cémo
se aplica el dlgebra a la resolucién de algunos proble-
mas geométricos con la ayuda de un sistema de co-
ordenadas. Coordenadas cartesianas se llamaron, pues
en aquella época los textos cientificos se escribian en
latin y Descartes latiniz6 su nombre: Cartesius.

Pierre de Fermat (1601-1655), abogado, politico y
matemdtico por aficidn, desarrollé un sistema simi-
lar al de Descartes: aplicé los métodos algebraicos al
tratamiento de figuras geométricas representadas en
unos ejes de coordenadas rectangulares. Esto lo des-
cribié en 1636, un afo antes que Descartes, pero no
fue publicado hasta después de su muerte, por lo que
su obra no ejercié tanta influencia como la de aquel.
Por eso es frecuente atribuir solo a Descartes la inven-
cién de la Geometria Analitica, olvidando la contri-
bucién de Fermat que, incluso, llegé un poco antes.

La utilizacién de los vectores en la geometria (los fi-
sicos ya los usaban hacfa tiempo) llegé en el siglo x1x
por medio de Gauss, Mébius y Bellavilis.

autorizado.

DEBERAS RECORDAR
M Algunas propiedades de los paralelogramos.

M Algunas formas de la ecuacién de una recta.

M Sistemas de ecuaciones lineales con y sin solucién.
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Iqualdad de vectores

. T
Dos vectores iguales AB = AB' situa-
dos en rectas distintas (y, por tanto,
paralelas) determinan un paralelo-

gramo ABBA.

Vectores en el plano

En un sistema de ejes cartesianos, cada punto se describe mediante sus coorde-

nadas: A(1, 4), B(6, 6).

N
La flecha que vade A a B sellama vector y se representa por AB. Es el vector
de origen A y extremo B.

Al vector AB podriamos describirlo asi: desde A avanzamos 5 unidades en el
sentido de las X y subimos dos unidades en el sentido de las Y.

Eso se dice mds brevemente asi: las coordenadas de /ﬁ; son (5, 2).
O, mejor, asi .............. A_B> = (5, 2).
O, simplemente, asi ... A_B)(S, 2).

Las coordenadas de un vector se obtienen restando las coordenadas de su origen
a las de su extremo:

B6,6), A(1,4) AB=(6,6)—(1,4)=(5,2)
Moédulo de un vector, A_B), es la distanciade A a B. Se designa asi: |A_B)| Si
— —
las coordenadas de AB son (x, y), entonces |AB| = Vx2 92

Direccién de un vector es la de la recta en la que se encuentra y la de todas sus
paralelas.

Q

Cada direccién admite dos sentidos opuestos.

. % ﬁ .
Por ejemplo, PQ y PR son vectores de sentidos
opuestos. R

Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo médulo, la misma direc-
cién y el mismo sentido. En tal caso, tienen las mismas coordenadas.

Ejercicio resuelto

B ALI), 3), B(4, 8), A'(2,-3), B'(5,2). Comprobar que los vectores A_B> y
A'B’ son iguales.
E Representindolos, observamos que tienen el mismo médulo, la misma direc-
1] cién y el mismo sentido. Pero también podemos comprobarlo mediante sus
/ i coordenadas:
Coordenadas de A_B>: (4,8)—(1,3)=(3,5) 1@(3, 5| — —
/ A w AB = AB'
A Coordenadas de AB": (5,2)—(2,-3)=(3,5) AB'3,5)
Actividades
— —
1 Representa los vectores AB y CD, siendo A(1,1), 2 Tenemos tres puntos de coordenadas:
B(-2,7), C(6,0), D(3,6) y observa que son igua- A3, -1), B4, 6), C(0,0)
— —
les. Comprueba que AB = CD hallando sus coor- Halla las coordenadas del punto D para que los vec-

denadas. Calcula su médulo.

— —
tores AB y CD sean iguales.
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Notacion

Los vectores se designan también
mediante una letra mindscula con
una flechita encima. Para ello, se sue-
len utilizar las letras u, v, W, v, si
se necesitan mds, X, y, z.

Entrénate

1 )Representa los vectores U = AB
V= BC siendo A(1, 3), B(4,5),
(6, -2). Halla sus coordenadas.

b) Representa u + v y halla sus
coordenadas.

¢) Representa 3d, —2u y ov y
halla sus coordenadas.

d) Representa y halla las coorde-
nadas del vector 3u — 4v.

2 Representa y halla las coordenadas
de los vectores:

- e s e T
w=2u+V, p=u—vy

- - -
=—Uu+—V,
4 2

-1y v (-4, 2).

siendo u(3,

UNIDAD

Operaciones con vectores

Il Producto de un vector por un nimero

, - -
El producto de un nimero % por un vector v es otro vector kv que
tiene:

¢ Médulo: igual al producto del médulo de v por el valor absoluto de #:
[ev| = |4 |V]
* Direccién: la misma que v.

. . - /7 .. .
* Sentido: el mismo que el de v o su opuesto, seglin 4 sea positivo o negativo,
respectivamente.

0,5\7
/ 1.5¥ -2V
/ e 0v-=0

El producto 0V es igual al vector cero, 0. Es un vector cuyo origen y extremo
coinciden y, por tanto, su médulo es cero. Carece de direccidn.

El vector —1v se designa por —v vy se llama opuesto de v.

Las coordenadas del vector kv se obtienen multiplicando por % las coorde-
nadas de v. Las coordenadas de 0 son (0, 0). Las coordenadas de —v son las
opuestas de las coordenadas de v.

B Suma de vectores

- - .
Para sumar dos vectores, u y v, se procede del si-
. . - . ., -
guiente modo: se sitla v a continuacién de u, de - v

. - . .
manera que el origen de v coincida con el extremo
- > > .

de u. Lasuma u + v es el vector cuyo origen es \
2
\

- - . -
Las coordenadas del vector u + v se obtienen sumando las coordenadas de u
- .
con las de v. Por ejemplo:

u(7,-3), v4,5 > d+v=>7+4-3+5=(11,2)

(=4
+
<l

- -
elde u yextremoelde v.

Bl Resta de vectores J

i
u

.
\

- - . ,
Las coordenadas del vector u — v se obtienen restindole a las coordenadas de
- - .
u lasde v. Por ejemplo:

u(7,-3),

- - -
Para restar dos vectores, u y v, selesumaa u el Lo
- u—v
opuesto de v:

<J
=5

e
u—-v=u+(-

)

- o

V(4,5 > u-v=(7-4-3-5)=(3,-8)




Punto simétrico

Si M es el punto medio de AB, se
dice que B es el simétrico de A
respecto de M.

Notacion

El simbolo // puesto entre dos vec-
tores denota que son paralelos; es
decir, que tienen la misma direccién.

Actividades

Punto medio de un segmento y puntos alineados

Si A(xy, y1) v Blxy, y,), entonces las coorde-

” Blxy, ) nadas del punto medio del segmento AB son:
AM Mo[BirX t)s
L2 72

Ol

Las coordenadas del punto medio de un segmento son la semisuma de las
coordenadas de sus extremos.

Por ejemplo, el punto medio del segmento de extremos A(-2, 1) y B(4, 3) es

M=(_2+4, 1+3>=(1,2).
2 2

Il Comprobacion de que tres puntos estan alineados

Los puntos A, B y C estdn alineados

Clxz, 3)
siempre que los vectores
— —
Blxy 35) AB 'y BC

tengan la misma direccién, y esto ocurre
Aley, y1) si sus coordenadas son proporcionales.

A, By C estdn alineados si A_B) // B_C>' ; es decir, si las coordenadas del vector

(xy —x1, ¥, —y1) son proporcionales a las de (x5 — x5, 75— 7,).

Ejercicio resuelto
Comprobar si los puntos A(2,-1), B(6,1), C(8,2) estin alineados.

AB - 6-2,1-(-1))=4,2) } Las coordenadas son proporcionales,
ﬁ
BC=(8-6,2-1)=(2,1) pues 2-(2,1) = (4,2).

— —
Por tanto, AB // BC y los puntos estdn alineados.

1 Halla las coordenadas del punto medio de los si- 3 Halla las coordenadas del punto simétrico de A res-

guientes segmentos:

pecto de P en los siguientes casos:

a) A(-2,5), B(4, 1) b) P(7,-3), Q(-5, 1) a) A(4,-1), P(-7,2)

o) R(1, 4), S(7,2) d)A(-3,5), B4, 0)

2 Si conocemos el punto medio del segmento AB,

b) A2, 4), P(5,-1)
4 Compruebasi R(2,7), §(5,-1) y 7(15,-25) es-

tan alineados.

M(4, 4), y uno de los extremos es A(7, 2), ;cudles 5 Averigua el valor de # para que los puntos R(2, 7),

son las coordenadas de B?

S(5,-1) y Q(a, —25) estén alineados.
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Ecuaciones de rectas. Paralelismo y perpendicularidad

Una recta queda determinada por dos puntos. A partir de ellos, como ya sabe-

L mos, se obtiene la pendiente, m = »2701 y, con ellos, la
B(x,, 1) . Xy — X1
ecuacién de la recta: y = y; + m(x — x;)
(357 N
Uiy 37) El vector AB que une los dos puntos se llama vector di-
reccién de la recta.
A73>(5, ~10) Por ejemplo, la recta 7 que pasa por A(3,7) y B(8,-3) tiene como vector di-
—
\ reccién a AB(5, —10) o cualquier otro vector paralelo a él, como el (1, -2). La
S \B(S, _3) pendiente de esta recta es: m = _83—_37 = % =-2
Su ecuacién es: y =7 — 2(x— 3); es decir, y=-2x+ 13
Recuerda Vector direccién de una recta es cualquier vector paralelo aella. Si A y B
—>
La pendiente de una recta dada por son puntos de la recta, AB es un vector direccién de ella.

su ecuacién es el coeficiente de la x

.3 . . b
) . Si d(a, b) es un vector direccién de 7, su pendiente es: m = —
cuando la y estd despejada. a

Ejercicios resueltos

1. Hallar la ecuacién de la rec- 1. Un vector direccién es A_B)(& 4). Otro vector direccién: 3(2, 1)

ta que pasa por A(-2, 3) y
B(6, 7). Pendiente: m = % Ecuacién: y=3 + %(x +2) > y= %x + 4
2. Hallar la ecuacién de la recta 2. Su pendiente es: 7 = % Su ecuacién es: y=-3 + %(x -5)

que pasa por (5, —3) y tiene
por vector direccién d(3, 2).

3. Hallar la ecuacién de la recta 3. Puesto que la rectas que nos piden son paralelas a » (tienen su misma pen-

paralelaa 7:2x+5y—-4=0 diente), empezamos hallando la pendiente de 7. Para ello, despejamos la y
que pasa por: y nos fijamos en el coeficiente de la x:
a) (0, 0) b) (4, -3) 2x+5y—-4=0 — y= —%x + % Pendiente: m = —%

a) Pasa por (0, 0) y su pendiente es —% - y= —%x

b) Pasa por (4, —3) y su pendiente es —% - y=-3- % (x—4)

Actividades
1 Halla la ecuacién de la recta que pasa por: 3 Halla la recta paralela a 5x— 6y + 14 = 0 que pasa
AL, 3), B, 5) b) A(1,6), B(S,-2) por (0,73).

2 Halla la ecuacién de la recta que pasa por (7, =5) y ~ 4 Halla la recta paralelaa 5y — 10 = 0 que pasa por
tiene por vector direccién (7, —4). (2, 4).




Il Vector perpendicular a otro

Los vectores v{(5,2) y v,(2,5) son perpendiculares. Se justifica observando,
en la gréfica del margen, que los dos tridngulos sombreados son iguales y, por
tanto, O + 3 =90°. En general:

Los vectores de coordenadas (4, 6) y (—b, a) son perpendiculares.

Il Recta perpendicular a otra
Un vector direccién de una recta 7, es 31 = (a, b).

R
Si 7, es perpendicular a 7, un vector direcciéon de r, es d, = (-4, ).

. . —a
Las pendientes de 7; y 7, son, respectivamente, 7, = — Y my=—

b

El producto de sus pendientes es —1: m - my = 2 - —2 = _1
a

Las pendientes, 72, y m,, de dos rectas perpendiculares se relacionan asi:

; 1
my - my =—1 o, lo que es lo mismo, m, = -
1

Ejercicios resueltos

1. Hallar la ecuacién de la recta 7 que pasa por A(4,7) y es perpendicu-
lar al vector v(3, -5).

Kt g = ¢
El vector d(5, 3) es perpendicular a v vy, por tanto, es un vector direc-

cién de r. La pendiente de 7 es m = % Su ecuacién es:

y=7+%(x—4) —>y=%x+?

2. Obtener varios vectores perpendiculares a v (2, 3).

(=3, 2) es perpendicular a v. También lo son (3, -2), (=6, 4), (6, —4)...

3. Dar la ecuacién de la recta 7, perpendiculara s: 5x—3y+ 15 =0, que
pasa por (-7, 2).

Pendiente de s: y = %x+ 5> m =%

Pendiente de 7: m, = _1_3
my 5
Ecuacién de r: y=2 —i(x+ 7) > y= _éx_ﬂ
5 5 5
Actividades
5 Da tres vectores perpendiculares a (-6, 1). 7 Larecta 7 pasa por (3, 0), y la recta 5, por (=5, 3).

Amb dicul 4x+2y—7=0.
6 Halla la ecuacién de la recta que pasa por P(2,-5) y mbas son perpendiculares a dx + 2y =7

es perpendicular al vector v(5, 7). Halla sus ecuaciones.
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8
Rectas paralelas a los ejes coordenados
Il Rectas paralelas al eje X
_ Como sabes, la funcién constante, y = 4, se re-

No lo olvides presenta mediante una recta paralela al eje X vy,
Vector direccién de larecta y = #  por tanto, de pendiente 0. Vectores direccién de k y=k
es (a4, 0). estas rectas son (2, 0) para cualquier valor de «
Vector direccién de la recta x = £ es distinto de 0.
(0, a).

Il Rectas paralelas al eje Y

Andlogamente, las ecuaciones x = £ se representan
mediante rectas paralelas al eje Y. (Sin embargo,
estas rectas no son la representacion de funciones,
| |/€ porque a un valor de x, el 4, le corresponden
miés de uno —jtodos!- los valores de Y).

y=rk

Vectores direccion de las rectas x = £ son (0, 2) para a = 0.

Ejercicios resueltos

1. Dar varios vectores paralelos y varios perpendiculares a la recta de
ecuacién 3y + 7 = 0. Representarla.

7 3y+7=0 %y:—z

y=-< 3
3
Vectores paralelos: (1, 0), (2, 0), (-1, 0), ...

Vectores perpendiculares: (0, 1), (0, 2), (0, 1), ...

2. Representar la recta 5x—2 = 0 y dar varios vectores paralelos y varios

e % perpendiculares a ella.
Sx -2=0 > x= %

H Vectores paralelos: (0, 1), (0, 2), (0, -1), ...
Vectores perpendiculares: (1, 0), (2, 0), (-1, 0), ...

3. Dar la ecuacién de larecta 7, perpendiculara 2x—7 = 0, que pasa por

g (_3’ 8) = g (_3’ 8)-

- 2x—-7=0 — x=% es paralela al eje Y-

s 7

154 x = L

; 2 Por tanto, la recta 7 es paralela al eje X: y= 4.

B Como r pasa por (-3, 8), su ecuacién es y = 8.

¢ _Actividades

<

g 1 Representa 7 y s y da tres vectores paralelos y tres 2 Las rectas 7 y s pasan por el punto (5, =3). 7 es
2 perpendiculares a ellas: paralelaa 5y + 17 =0, y s es perpendicular a ella.
% » 5x—7=0 s 3+4y=0 Representa 7 y s y da sus ecuaciones.

©




Ejercicio resuelto

Estudiar la posicién relativa de
los siguientes pares de rectas:

a)r:5x—4y+10=0
sty=2x+1

b)» pasa por (2,-1) y (8, 2).
s pasa por (2, 5) y su pendien-

te es —1.

c) r pasa por (3, 8) y (8, 3).

Posiciones relativas de dos rectas

Grificamente, dos rectas pueden cortarse o no. Si no se cortan, son paralelas.

Pero si las rectas vienen dadas por sus ecuaciones, es posible que se dé un tercer
caso: que sean la misma recta y, al mostrar distinto aspecto algebraico, no se
aprecie a simple vista.

Para averiguar la posicién relativa de dos rectas dadas por sus ecuaciones, se re-
suelve el sistema formado por ellas.

a){Sx—4y+10=0 s Sx—4(2x+1)+10=0 — SJ/r
y=2x+1 2.3)

— 5%—-8x-4+10=0 - -3x+6=0 = x=2

y=2.2+1=5 > y=5
Las rectas se cortan en el punto (2, 5). / /

b) Un vector direccién de 7 es (8,2) — (2, -1) = (6, 3) // (2, 1). Su pendiente
es, por tanto, m = 1/2.

r:y=—1+%(x—2) %y:%x—2

stx+y=11 5
siy=—(x-2)+5
d)r pasapor (2,4)y (4,7). .
1
sy = 3 e D) Y= Ex —2  Resolviendo el sistema se obtiene (6,1) o
2 el punto de corte, (6, 1).
y=—x+7 P I/
¢) Un vector direccién de 7 es (8, 3) — (3, 8) = (5,-5) // (1,-1). Su pendiente
es, por tanto, m = —1.
riy=8-(x-3) > y=-—x+11 = x+y=11
7 y s son la misma recta.
d) Un vector direccién de 7 es (4, 7) — (2, 4) = (2, 3). Pendiente, m = 3/2.
r:y=4+%(x—2)—>);=%x+1 ar
r es paralela a s porque tienen la misma pendiente,
3/2, pero distintas ordenadas en el origen: 1y -2, res-
pectivamente. / J/
Actividades
1 Di la posicién relativa de los siguientes pares de rec- c) r: pasa por (-1, 4) y (7, -2).
tas: s:3x+4y=0
a)r:8x+2y—14=0, = 5x—y—-20=0 d) : pasa por (2, -1) y (8, 2).

b)r:3x—2y—14=0

s: pasa por (1, -2) y por (10, 1).

s: su pendiente es % y pasa por (0, =2).
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X1 X2

Ejercicios resueltos

1. Calcular los lados del tridn-
gulo de vértices A(-2, 2),
B(1, 6), C(6,-6).

2. a) Hallar las longitudes de los
lados del cuadrilatero cuyos
vértices son A(2, 1), B(4,6),
C(-1,4) y D(-3,-1).

b) Probar que es un rombo.

c) Calcular su drea.

Si dos puntos tienen la misma abscisa o la misma ordenada, hallar su distancia es
muy ficil. Por ejemplo, en el grifico:

dist(A, B) = 6;  dist(C, D) =5 (basta con contar cuadritos)

O bien, mediante sus coordenadas: dist[(3,-1), (3, 11)] = 11 —(-1) =12
dist[(4,7),(1,7)]=4-1=3
Para dos puntos cualesquiera,_)/l (x> 71)> B(xy, y,), su distancia se obtiene ha-
llando el médulo del vector AB.
- 1B 2 )

dist(A, B) = |ABl = (x, — x)% + (51 — )
Esta férmula también es vélida si los puntos tienen la misma abscisa o la misma
ordenada.

Distancia entre dos puntos

1.IAB N1+ 22+ (6-2)2 =32+ 42 =5 B
BCI = VG -12+ (6-6)2 =52+ 122 = 13 ¢
ACI =6+ 2%+ (-6-2)> =82+ 82 = 11,31 A 1
4

2.2) |AB =G —2)2+ (6-1)2 =22+ 52 =29
BO =NC1—42+ (4-6) =25+ 4 =29
ICDI=N(B + 12+ (1 —4)2 =4+ 25 =29
ADI =\(B =27+ ((1—1)2 =\25+ 4 =29
b) Comparamos las coordenadas de AB y DC:
AB=(4,6)-(2,1)=(2,5 DC =(-1,4) = (-3,-1) = (2, 5)

El cuadrildtero tiene los lados iguales y paralelos dos a dos. Es un rombo.

¢) Calculamos su diagonales:
A=VAB=NC1= 2%+ G— 1) N18; d=IDBI=\(4+ 3+ 6+ )2 =\98
d-d _N18.N98 4

Area = —2= 21 u?
2 2 2

Actividades
1 Halla la distancia entre 4 y B. 2 Aplica el teorema de Pitdgoras para comprobar que el
a) A(=7, 4), B(6, 4) b) A3, 4), B(3,9) tridngulo de vértices A(-2, 3), B(3,1) y C(5,0) es
Q) A(=5, 11), B(0,-1) d) A4, —-6), B(7,4) rectdngulo. ;Es también isdsceles?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Practica
Vectores y puntos

1 vVV Dados los puntos A(-2, 0), B(0, 4),
C(5,2) y D@3, —4) halla las coordenadas de los

- — —
vectores AB, BC, CD, DA, AC y BD.

2 vV Con n origen en el <l punto A(3 -3), dibuja los

vectores AB( 3,2), AC(S 1)y AD(1/2 —4). ;Cué-
les serdn las coordenadas de los puntos B, C'y D>

)

q. - - - - .
b) Dibuja los vectores u + v u—v vydicudles
] y y
son sus coordenadas.

3 VUV a) Di cudles son las coor-
denadas de los vectores u y v.

4 vV Dados los vectores u (4, —2) y v(=2, -1):
a) Representa los vectores U + v; U — v; %3 y

—3v y halla sus coordenadas.
b) Calcula las coordenadas de este vector:
=2u +3v
5 VVV a) Representa los puntos A(-3, 0), B(0, 4),

C(4,4) y D(1, 0) y halla el punto medio de AC
y de BD.

— —
b) Halla las coordenadas de AB y DC y comprue-

ba que son las mismas.

6 VvVV Calcula las coorde- A

nadas de los puntos me-

dios de los lados y de las B

diagonales del cuadrild-

tero ABCD.

R

7 YUV Si M(-3,5) es el punto medio del segmento

AB, halla el punto B en cada uno de los siguientes

casos:

a) A(=1,5) b)A

C

(6, -4) c) A(-4,-7)

8 vVV Halla, en cada caso, el punto simétrico de
A(-3, -5) respecto de:

a) (-2, 0) b) Q(2, -3) c) 0(0, 0)

oroblemas

Rectas
9 vVV Escribe la ecuacién de las siguientes rectas:
a) Pasa por (-4, 2) y su pendiente es %

b) Pasa por (1, 3) y su pendiente es —2.
¢) Pasa por (5, —1) y su pendiente es 0.

10 vVV Da, en cada caso, un vector direccion, la pen-
diente y la ecuacién de la recta que pasa por A y B:
a) A(-1,0), B(0, 3)
b) A(0, -2), B(5,-2)
o) A(-2, 3), B(4,-1)

11 vVV Halla, en cada caso, la ecuacidn de la recta que
pasa por P(—4, 3) y tiene por vector direccién d:
a) d(2,-1) bd-1,-3)  9d@ 0

12 vV Halla la ecuacién de las siguientes rectas:

a) Paralelaa y=—2x+ 3 y pasa por (4, 5).

b) Paralelaa 2x—4y + 3 =0 y pasa por (4, 0).

¢) Paralelaa 3x+2y—6=0 y pasa por (0, -3).
13 vV V Escribe, en cada caso, la ecuacién de la recta que

pasa por P(3,-2) y es perpendicular al vector v:

) v(2,1) b) v(=5, 4) 0) v(-1,0)
14 vVV Escribe la ecuacién de la recta perpendicular

a 7 y que pasa por el punto P en los siguientes
casos:

a)riy=-2x+3; P(-3,2)
b)r:3x—2y+1=0; P(4,-1)
o) r:x=23; P(0,4)

15 vVV Halla el punto de interseccién de las rectas »
y s en los casos siguientes:

. r:3x—=5y+17=0 b r:3x—2y+9=0
5:7x+3y—-63=0 st x=2y+5=0

16 vVV Representa las rectas 3x+6=0y 2y—-5=0
y halla su punto de interseccion.
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Distancias
17 vV Calcula la distancia entre Py Q:
a) P(3,5), Q3,-7) b) P(-8, 3), Q(-6,1)
o) P(0,-3), Q(-5,1) d) P(-3,0), Q(15,0)
18 vVV a) Halla el punto medio del segmento de ex-
tremos A(-2, 0), B(6, 4).
b) Comprueba que la distancia del punto medio a

cada uno de los extremos es la misma.

19 vvV Comprueba que el tridngulo de vértices
A(-1,0), B(3,2), C(7,4) es isosceles. ;Cudles

son los lados iguales?

20 vVV Comprueba, mediante el teorema de Pi-
tdgoras, que el tridngulo de vértices A(-2, -1),

B(3,1), C(1, 6) es recténgulo.

Aplica lo aprendido
21 vVV Averigua el valor de % para que se cumpla:

(g _2) = k(-3,5)

22 VvV Dados los vectores u(3,2), v(x, 5) y \7v(8,y),
calcula x e y para que se verifique: 2u—v = w

23 vV Dados los vectores u(5,-3), v(1, 3) y w(2, 0),
calcula el valor de m y n para que se verifique:

- - —
u=mv+nw

Autoevaluacion

:Sabes hallar el punto medio de un segmento y el

simétrico de un punto respecto de otro? ;Y com-

probar si tres puntos estdn alineados?

1 Representa los puntos A(-5, 0), B(0,2), C(3,7) y
D(-2, 5) y comprueba analiticamente que el punto
medio de AC coincide con el punto medio de BD.

2 Halla el simétrico de P(~7,-15) respecto de M(2,0).

3 Comprueba si los puntos A(1, =5), B(3, 0) y
C(6, 6) estdn alineados.

:Sabes calcular la distancia entre dos puntos?

4 Calcula la longitud de los lados del tridngulo de
vértices A(-4, 1), B(6,3) y C(-2,-3).

UNIDAD,
8

24 vV Comprueba, en cada caso, que los puntos da-
dos estdn alineados:

a) A(1,2), B(4,3), C(19,8)
b) P(-2,-3), Q(2,0), R(-26,-21)

25 vVV Calcula m para que los puntos R(5, -2),
S(=1,1) y T(2, m) estén alineados.

26 vV Comprueba si los puntos A(18, 15) vy
B(—43, -5) pertenecen a la recta x— 3y + 27 = 0.

27 vV Escribe la ecuacién de una recta perpendicular
a 7 y que pase por (4, —3) en los siguientes casos:

a)r: 2x+7=0 b)r: y+4=0
28 VYVV Estudia si las rectas 7 y s son paralelas o

perpendiculares:

r:3x—5y+15=0  s:pasapor (-2,-3)y (8, 3).

29 vVV Estudia la posicién relativa de los siguientes
pares de rectas:

. r:2x—-5y+3=0 b) ri5x—4y+8=0
j:P(3) 1)9 Q(_za 3) S:A(4s 7)3 B(O, 2)

30 vvV Halla la ecuacién de la recta perpendicular a
AB en su punto medio, siendo A(-5,3) y B(2,7).

31 vVV Comprueba que el cuadrilitero de vértices
A(,5), B(5,1), C(-4,-3)y D(-8,1) esun
paralelogramo. Para ello, prueba que los puntos
medios de sus diagonales coinciden.

:Obtienes con soltura la ecuacién de una recta
dada de diferentes formas?

5 Obtén la ecuacién de las rectas 7 y s tales que:
r pasa por (-3, 2) y es perpendiculara 8x—3y+6=0.
s pasa por (9, —5/2) y es paralelaa 2x+y—7=0.
:Reconoces, sin representarlas, si dos rectas son
paralelas o perpendiculares?
6 Estudia la posicién relativa de estas rectas:
r:2x+y—2=0 5:x+%y=l
:Obtienes con agilidad el punto de corte de dos rectas?

7 Hallael punto deinterseccién de las siguientes rectas:
3x+8y-7=0 y 4x+2y—-31=0






9 Estadistica

En el desarrollo histérico de la Estadistica se pueden
distinguir tres grandes etapas.

Censos. Desde la Antigiedad y hasta el siglo xvI.
Solo se realizan recogidas de datos y, a lo sumo, una
exposicion ordenada y clara de estos.

Andlisis de datos. Abarca los siglos xv11, XvIII y XIX.
Se supera lo meramente descriptivo y los datos pasan
a ser analizados cientificamente con el fin de extraer
conclusiones.

Se suele considerar que esta etapa comienza con los
trabajos de John Graunt (s. xvi1), quien utilizé ar-
chivos parroquiales para realizar un profundo estu-
dio de los nacimientos y las defunciones en Londres
durante 30 anos: anoté el sexo de cada nacido, las
enfermedades de los fallecidos y otras muchas varia-
bles. Con ello pudo extraer conclusiones validas para
el futuro e inaugurd, asi, la Estadistica Demogréfica.

Algo mids tarde, el profesor Neumann (s. xvir) co-
menz6 a utilizar métodos con los que elabord esta-
disticas muy minuciosas y asi, por ejemplo, consigui6
demostrar la falsedad de la creencia popular de que en
los afos terminados en 7 morfan mds personas. Sus
métodos sirvieron de base para elaborar las tablas de
mortalidad utilizadas por las companias de seguros.

También es destacable el trabajo de Quételet (s. x1x),
el primero en aplicar la estadistica a las Ciencias So-
ciales, para lo que se valié de la probabilidad.

Estadistica inferencial. Se inicia a finales del x1x. La
esencia de esta rama de la Estadistica es que a partir
de una muestra se extraen conclusiones vdlidas para
toda una poblacién. Para ello, se echa mano de la
alta matemadtica. Son figuras destacadas en este cam-

po Ronald Fisher y Karl Pearson.

DEBERAS RECORDAR

M Algunos conceptos bdsicos de estadistica:
poblacién, muestra, variable, ...

tematicas 4.° B ESO. al fotocopiable autorizado.




Recuerda

Poblacién. Es el conjunto de todos
los elementos cuyo conocimiento
nos interesa y que serdn objeto de
nuestro estudio.

Muestra es un subconjunto extraido
de la poblacidén, cuyo estudio sirve
para inferir caracteristicas de toda la
poblacidn.

Individuo es cada uno de los ele-
mentos que forman la poblacién o
la muestra.

Caracteres son los aspectos que de-
seamos estudiar en los individuos de
una poblacién. Cada caricter puede
tomar distintos valores o modalida-

des.

Una variable estadistica recorre to-
dos los valores de un cierto caracter.

Las variables estadisticas pueden ser:

Cuantitativas si toman valores nu-
méricos.

¢ discretas: solo toman valores aisla-

dos.

* continuas: pueden tomar cual-
quier valor de un intervalo.

Cualitativas si toman valores no nu-
méricos.

Se estudia el corportamiento de una
variable en una MUESTRA.

1

Se INFIERE el comportamiento de esa
variable en la POBLACION.

Dos ramas de la estadistica

La estadistica tiene por objeto el desarrollo de técnicas para el conocimiento
numérico de un conjunto de datos empiricos (recogidos mediante experimentos
o encuestas). Segin el colectivo a partir del cual se obtenga la informacién y el
objetivo que se persiga a la hora de analizar esos datos, la estadistica se llama
descriptiva o inferencial.

Il Estadistica descriptiva

La estadistica descriptiva trata de describir y analizar algunos caracteres de los
individuos de un grupo dado (poblacién) sin extraer conclusiones para un grupo
mayor.

Para este estudio, se dan los siguientes pasos:
1. Seleccién de los caracteres que interesa estudiar.

2. Andlisis de cada cardcter: disefio y realizacién de una encuesta o de un experi-
mento y recogida de datos.

3. Clasificacién y organizacién de los resultados en tablas de frecuencias.

4. Elaboracién de grificos, si conviene para divulgarlos a un pablico amplio (no
expertos).

5. Obtencién de pardmetros: valores numéricos que resumen la informacién
obtenida.

V¥ EJEMPLO

Supongamos que por orden del rector, un funcionario de una universidad
organiza, tabula, representa grificamente y obtiene pardmetros de algunos ca-
racteres de todos los alumnos (por ejemplo: edades, resultados académicos)
para compararlos con estudios similares hechos en afios anteriores. Este estu-
dio es estadistica descriptiva, pues se realiza sobre la totalidad de la pobla-
cion.

I Estadistica inferencial

La estadistica inferencial trabaja con muestras y pretende, a partir de ellas, “in-
ferir” caracteristicas de toda la poblacién. Es decir, se pretende tomar como ge-
nerales propiedades que solo se han verificado para casos particulares. En ese
proceso hay que operar con mucha cautela: ;Cémo se elige la muestra? ;Qué
grado de confianza se puede tener en el resultado obtenido?

V¥ EJEMPLO

Una editorial realiza una encuesta a 387 alumnos de una universidad sobre
sus preferencias en la lectura, con el fin de extraer consecuencias validas para
todos los universitarios. Esto es estadistica inferencial, pues, a partir de una
muestra, se desea obtener informacién sobre algin aspecto de la poblacién.
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UNIDAD

Tablas de frecuencias

Tras la recogida de datos, la elaboracién de una tabla de frecuencias es el siguien-
te paso. Cuando la variable toma pocos valores, la elaboracién de la tabla es su-
mamente sencilla. No hay mds que hacer el recuento de los resultados.

Il Tabla con datos agrupados

Cuando en una distribucién estadistica el nimero de valores que toma la varia-
ble es muy grande, conviene elaborar una tabla de frecuencias agrupdndolos en
intervalos. Para ello:

x—

bz L 1. Se localizan los valores extremos, 4 y b4, y se halla su diferencia, »=6—a (re-
corrido).

2. Se decide el nimero de intervalos que se quiere formar, teniendo en cuenta la
cantidad de datos que se poseen. El niimero de intervalos no debe ser inferior
a 6 ni superior a 15.

r'>b—a

3. Se toma un intervalo, 7, de longitud algo mayor que el recorrido 7 y que sea
multiplo del nimero de intervalos, con objeto de que estos tengan una longi-
tud entera.

No lo olvides 4. Se forman los intervalos, de modo que el extremo inferior del primero sea
Cuando se elabora una tabla con algo menor que # y el extremo superior del Gltimo sea algo mayor que 4. Es
datos agrupados, se pierde algo de deseable que los extremos de los intervalos no coincidan con ninguno de los
informacién (pues en ella se ignora datos. Para ello, conviene que los extremos de los intervalos tengan una cifra
cada valor concreto, que se difumina decimal mds que los datos.

dentro de un intervalo). A cambio, se
gana en claridad y eficacia.

El punto medio de cada intervalo se llama marca de clase. Es el valor que repre-
senta a todo el intervalo para el cdlculo de algunos pardmetros.

Ejercicio resuelto

Elaborar una tabla de frecuen- 1. Valores extremos: a = 149, 4= 178. Recorrido: »= 178 — 149 = 29.

cias con lasiestaturas de d0iado=" 5 o oo solo 6 intervalos. Un multiplo de 6 mayor que 29 y préximo a

s lescentes: él es 30. Longitud de cada intervalo: 5.

5 168 160 167 175 175 3. Formamos los intervalos comenzando por un nimero algo menor que 2 =149
2 167 168 158 149 160 y terminando en un nimero algo mayor que & = 178.

g 178 166 158 163 171 AR . los d los | A

g 162 165 163 156 174 . Repartimos los datos en los intervalos:

g 160 165 154 163 165

2 148,5-153,5 | 153,5-158,5 | 158,5-163,5 | 163,5-168,5 | 168,5-173,5 | 173,5-178,
g 161 162 166 163 159 INTERVALOS | 148,5-153,5 | 153,5-158,5 | 158,5-163,5 | 163,5-168,5 | 168,5-173,5 | 173,5-178,5
2 170 165 150 167 164 M. DE CLASE 151 156 161 166 171 176

° 165 173 164 169 170 FRECUENCIAS 2 4 11 14 5 4

.

:

s _Actividades

<

>

<

< 1 Reparte los cuarenta datos del ejercicio resuelto ante- 2 Reparte los cuarenta datos del ejercicio resuelto ante-
2 rior en 10 intervalos con el mismo recorrido total. rior en 8 intervalos. Para ello, toma »'= 32.

O]

©




Xi fi
X1 h
X2 Ve
x, | f

PUNTUACIONES EN UN TEST

&

f;

fix;

NN = O

12
31
86
92
48
19

0
31
172
276
192
95

288

766

X

fix?

NN = O

12
31
86
92
48
19

172
276
192

95

31
344
828
768
475

288

766

2446

Parametros estadisticos: X y ©

La tabla de frecuencias de la izquierda puede corresponder a:
* Una distribucién de datos aislados que toma los valores x;, x,, ... x,,.

¢ Una distribucién de datos agrupados en intervalos, de los cuales x;, x, ... x,
son las marcas de clase.

En el primer caso, la tabla refleja exactamente la distribucién real. En el segundo,
la tabla es una buena aproximacidn a la realidad.

Recordemos cémo se obtienen los pardmetros a partir de una tabla:

Zf; X; Xf,x; — suma de todos los datos
=f; Xf;= N — n.° total de individuos

Por ejemplo, en la distribucién que tenemos en el margen:

Media: x =

>f, = 288. Hay 288 individuos (que han realizado el test).
Xf,x; = 766. Esla suma de las puntuaciones de todos los individuos.

La media es x = 766/288 = 2,66.

Zfi (x,- - i)z

Ef,-x,-z —9
N — =X

Varianza: Var = o bien Var =

Las dos expresiones coinciden.

— En la primera de ellas, se ve claro el significado de la varianza: promedio de
los cuadrados de las desviaciones a la media.

— La segunda es mds cémoda para los célculos, como se puede apreciar en el
ejemplo (tabla del margen):

2446

Var = 222 2 662 = 1,42
288

Desviacion tipica: ¢ = \varianza

La desviacion tipica es un pardmetro mds razonable que la varianza, pues se
expresa en la misma magnitud que los datos y que la media (por ejemplo, si
los datos vienen en centimetros, la desviacién tipica viene en centimetros; sin
embargo, la varianza se daria en centimetros cuadrados).

En el ¢jemplo: 6 =V1,42 =1,19

Coeficiente de variacién: C.V.= S
X

El coeficiente de variacién sirve para comparar las dispersiones de poblacién
heterogéneas, pues indica la variacién relativa.

1,19
2,66

En el ejemplo: C.V. = =0,447. O bien 44,7%.
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Ejercicio resuelto

Calcular x, 6 y C.V. en lasi- Empezamos sustituyendo los intervalos por sus marcas de clase:
guiente distribucién:

X f,' f,'x,' f,'x,'z
DISTRIBUCION DE PESOS (EN kg) 48 4 192 9216
N=Xf =229
INTERVALOS | FRECUENCIAS ;g 5132 é (1)5(1) 43? igg /i
42,5-53,5 4 81 72 5832 472392 Zﬁxl- =17 658
53,5-64,5 19 92 | 41 | 3772 | 347024 5
64,5-75,5 86 103 7 721 74263 Zﬁxi = 1390434
75,5-86,5 72
86,5-97.5 41 229 | 17658 | 1390434
97,5-108,5 7 , o
Los nimeros de la 3. columna, fx;, se obtienen multiplicando los nimeros
de las columnas anteriores (x; - f; = f;x;). Por ejemplo, 59 - 19 = 1 121.
Anidlogamente, los de la 4.* columna se obtienen multiplicando los de la 1.2 por
losdela 3.2 (x;- fix; = fx7). Por ejemplo, 59 - 1121 = 66 139.
Con las sumas de las columnas de la tabla, obtenemos los pardmetros:
__ Xfix; _ 17658
MEDIA: X = = =77,1k
¥TTRF T 229 ¢
Sfx?
DESVIACION TIPICA: O = ﬁ _x% - w —771% =11,2 kg
: 229
COEF. DE VARIACION: C.V. =2 - LLZ 0,145 = 14,5%
x 771
CON CALCULADORA
1. Preparamos la calculadora para que trabaje en el MODO sD.
2. Borramos los datos que pudiera haber acumulados de otras ocasiones:
3. Introducimos los datos: 48 () 4 o)
59 X 19 b
103 3 7 o)
4. Resultados obtenidos:
N.° DE INDIVIDUOS Xf; () = 228
SUMA DE VALORES Xf;x; ) — | 11658
SUMA DE CUADRADOS Xfix? (3¢ — [ 1380434
MEDIA X = —»> [ 31.1891133831]
DESV. TiPICA © (6) —> ( t1.2223013¢]
Actividades
1 Halla, manualmente y con calculadora, x, ¢ y C.V. 2 Halla, manualmente y con calculadora, x, ¢ y C.V.
en la tabla obtenida en el ejercicio resuelto de la pagi- en la distribucién de los ejercicios 1y 2 de la pégina
na 97: 97.
X; | 151|156|161|166 171|176 Compara los resultados entre si y con los del ejercicio
fi | 2| 4 |1114]5 | 4 1 de esta pdgina.



Medidas de posicion

Mediana

Si los individuos de una poblacién estdn colocados en orden creciente se-
guan la variable que estudiamos, el que ocupa el valor central se llama indi-
viduo mediano, y su valor, la mediana. La mediana, Me, estd situada de
modo que antes de ella estd el 50% de la poblacidn, y detrds, el otro 50%.

Por ejemplo: 6,7,7,7,8,9,10, 12, 15 — mediana: Me =8
Si el nimero de individuos es par, la mediana es el valor medio de los dos cen-

trales. Por ejemplo: 6,7,7,7, 8,9, 10, 12, 15, 16 = Me = 8,5

Cuartiles

Si en lugar de partir la totalidad de los individuos en dos mitades, lo hace-
mos en cuatro partes iguales (todas ellas con el mismo niimero de indivi-
duos), los dos nuevos puntos de separacién se llaman cuartiles.

Cuartil inferior, Q;, es un valor de la variable que deja por debajo de él al
25% de la poblacién, y por encima, al 75%.

El cuartil superior, Q;, deja debajo al 75% y encima al 25%.
Se designan por Q; y Qj3, porque la mediana serfa el Q,.

Por ejemplo, en la distribucién

Ten en cuenta 1,2,2 , 345 , 556 , 80910

— — —
En general, las cosas no son tan féci- 5% T 25% T 2500 T 25%
les como en este ejemplo. Obsérvalo Q, Me Qs

en el gjercicio resuelto.
estos pardmetros toman los valores siguientes: Q) =2,5 Me=5; Q;=7

Mediana y cuartiles se llaman medidas de posicién.

Ejercicio resuelto
Calcular Me, Q;y Q; enla Hay 17 individuos. 17/2 = 8,5 — La Mees el valor del individuo 9.°, Me = 5.
e 17/4 = 4,25 — (5.° lugar) Q; =4

112344555 17 - (3/4) = 12,75 — (13." lugar) Q3=7
567778910

Actividades

1 Calcula Me, Q, y Qj enlasiguiente distribucion, cuyos datos estin dados ordenadamente:
00111 22222 23333 33444 44455 55555
56666 66777 77888 88999 9991010
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Este diagrama se llama también de caja

y bigotes.

UNIDAD

Diagramas de caja

Observa la siguiente forma de representar distribuciones estadisticas.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ESCALA

DIAGRAMA DE CAJA —_—

25% 25% 25% 25%

Q1 Me Q3

La grifica corresponde a la distribucién de notas en un cierto examen. En la par-
te alta se ha puesto la escala sobre la que se mueve la variable. Debajo se pone el
diagrama propiamente dicho, que consiste en lo siguiente:

— La poblacién total se parte en cuatro trozos, cada uno de ellos con el 25% de
los individuos, previamente ordenados de menor a mayor.

— EI 50% de los valores centrales se destacan mediante un rectingulo (caja).

— Los valores extremos (el 25% de los menores y el 25% de los mayores) se
representan mediante sendos segmentos (bigotes).

Los puntos que separan los cuatro trozos son, obviamente, los cuartiles y la me-
diana (Q;, Me, Q3).

Los diagramas de caja (o caja y bigotes) se construyen del siguiente modo:

* La caja abarca el intervalo Q;, Q; (Ilamado recorrido intercuartilico) y en ella
se sefiala expresamente el valor de la mediana, Me.

Ql Me Q3

* Los bigotes se trazan hasta abarcar la totalidad de los individuos, con la condi-
cién de que cada lado no se alargue més de una vez y media la longitud de la
caja.

—_—

Q] Me Q3

* Siuno (o més) de los individuos quedara por debajo o por arriba de esa longitud,
el correspondiente lado del bigote se dibujaria con esa limitacién y se anadiria,
mediante asterisco, el individuo en el lugar que le corresponda. Por ejemplo:

Q1 Me Q3

'g

La longitud de este lado del bigote
es 1,5 veces la de la caja. En este
lado no estd incluido el individuo
extremo que se representa median-
te un asterisco.




Problemas resueltos

1.Representar, mediante un 1. Tenemos 40 individuos.

diagrama de caja, la siguiente 40 : 2 = 20 — La mediana serd el valor intermedio entre los individuos 20.°

distribucién. y21.°. Estoes: Me=2,5.

vowLd ALiid 40 : 4 = 10 — El cuartil inferior serd el valor intermedio entre los individuos
22222 22222 10°y 115 Q= 1,5,

33333 33334
44444 44555

Y, de la misma manera: Q; = 4.

0 1 2 3 4 5

La longitud de la caja es 4 — 1,5 = 2,5. Los bigotes recogen al resto de la dis-
tribucién. No hay individuo excepcionales.

2.Las estaturas de los 40 alum- 2. Puesto que el nimero de individuos es multiplo de cuatro, Q;, Me y Qs

nos y alumnas de una clase serdn los valores que hay entre los individuos 10.° y 11.°, entre 20.° y 21.°,
son, dadas ordenadamente: entre 30.° y 31.°, respectivamente. Es decir,

149 150 154 156 157 Q, =160,5 Me = 166 Q; = 169,5

158 159 160 160 160

161 162 162 163 163 150 160 170 180 190

163 163 164 165 166 "

166 166 167 167 167

168 168 168 169 169

170 170 170 171 172 La longitud de la caja es 169,5 — 160,5 = 9.

173 174 175 175 189 Una vez y media esta longitud es 1,5 - 9 = 13,5.

. . L4
Representar la distribucién El altisimo estudiante que mide 189 cm se separa del extremo superior de

mediante un diagrama de caja. la caja 189 — 169,5 = 19,5. Esa distancia es mayor que una vez y media la
longitud de la caja. Por eso, hemos puesto a la derecha un bigote de longi-
tud 13,5 y hemos afadido un asterisco que senala la situacion del individuo
excepcional.

Actividades
1 Representa mediante diagramas de caja y bigotes las siguientes distribuciones:

a)1123445 5 b)12233 34444 4555 5
567778910 55555 66666 6667 7
77777 77888 8991010
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Ejercicios

Practica
Tablas de frecuencias

1 ¥VV En una maternidad se han tomado los pesos
(en kilogramos) de 50 recién nacidos:

2,8 32 38 25 27 37 1,9 2,6 35 23
30 2,6 1,8 3,3 29 21 34 2,8 3,1 3,9
29 35 30 3122 342519 3029
24 34 20 26 31 23 3529 3,0 27
29 28 27 31 30 31 28 26 29 33

a) ;Cudl es la variable y de qué tipo es?

b) Construye una tabla con los datos agrupados en
6 intervalos de 1,65 a 4,05.

) Representa graficamente esta distribucién.

2 VUV A un grupo de 30 personas se les ha tomado
el nimero de pulsaciones por minuto (ritmo car-
difaco) obteniéndose los siguientes resultados:

87 8 61 51 64 75 80 70 69 82
80 79 82 74 92 76 72 73 63 65
67 71 88 76 68 73 70 76 71 86

Representa gréficamente esta distribucién agrupan-
do los datos en 6 intervalos (desde 50,5 a 92,5).

Media, desviacion tipica y C.V.

Halla la media, la desviacién tipicay el coeficiente de
variacion en las siguientes distribuciones:

3 YV 4 vV
Xj fi Xj fi
0 12 0 1
2 7 2|6
3 6 3 /
4 4
o s | 4
5 3 6 3
5 vvv 6 vyVvv
INTERVALO | f; INTERVALO | f;
1,65-2,05 4 50,5-57.5 1
2,05-2,45 5 57,5-64,5 3
2,45-2,85 | 13 64,5-71,5 8
2,85-3,25 | 17 71,5-78,5 8
3,25-3,65 8 78,5-85,5 6
3,65-4,05 3 85,5-92,5 4

oroblemas

UNIDAD,

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

7 VUV Los gastos mensuales de una empresa A tie-
nen una media de 100000 euros y una desviacién
tipica de 12500 euros. En otra empresa B, la me-
dia es 15000 euros, y la desviacion tipica, 2500
euros. Calcula el coeficiente de variacién y di cudl
de las dos tiene mds variacion relativa.

Medidas de posicidn

8 vVV La mediana y los cuartiles de la distribucién
de “Aptitud para la masica” (escala 1-100) en un co-
lectivo de personas son Q; =31, Me=46y Q3 =067.

Copia y completa las siguientes afirmaciones:

a) E1 75% tiene una aptitud superior o igual a

b) E1 25% tiene una aptitud superior o igual a

o El % tiene una aptitud igual o menor a 46
puntos.
d)El % tiene una aptitud superior o igual a 46

e inferior o igual a 67.

e) El % tiene una aptitud superior o igual a 31
e inferior o igual a 67.

9 VVV La altura, en centimetros, de un grupo de
alumnos y alumnas de una misma clase es:

150169 171 172 172 175 181
182183 177 179 176 184 158

Calcula la mediana y los cuartiles y explica el signi-
ficado de estos pardmetros.

10 vVV Calcula la mediana y los cuartiles de la si-
guiente distribucion:

X | 0| 1|2 3|45
fi |12/ 97|63

11 vVV Halla la mediana, los cuartiles y el percentil
60 en cada una de las siguientes distribuciones,
correspondientes a las notas obtenidas en un test
que han hecho dos grupos de estudiantes:

A:25-22-27-30-23-22-31-18
24-25-32-35-20-28-30
B:27-32-19-22-25-30-21
29-23-31-21-20-18-27

9




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Diagramas de caja

Haz el diagrama de caja correspondiente a las si-
guientes distribuciones.

12 vVV La del ¢jercicio 8.
13 vVV La del ¢jercicio 9.
14 vV La Ay laB del ¢jercicio 10.

Muestreo

15 vVV Se quieren realizar los siguientes estudios:
I. Tipo de transporte que utilizan los vecinos de
un barrio para acudir a su trabajo.

II. Estudios que piensan seguir los alumnos y las

alumnas de un centro escolar al terminar la ESO.

III. Edad de las personas que han visto una obra de
teatro en una ciudad.

IV. Numero de horas diarias que ven la television
los ninos y las nifas de tu comunidad auténo-
ma con edades comprendidas entre 5y 10 afios.

a) Di en cada uno de estos casos cudl es la poblacion.

b) ;En cudles de ellos es necesario recurrir a una
muestra? ;Por qué?

16 VVV Para hacer un sondeo electoral en un pueblo
de 400 electores, aproximadamente, se va a elegir

Autoevaluacion

:Conoces los pardmetros estadisticos x, 6 y C.V.2
:Los sabes calcular e interpetar?

1 La edad de los visitantes de una exposicion estd reco-
gida en la siguiente tabla:

EDAD |[15, 25)|[25, 35)|[35, 45)|[45, 55)|[55, 65)|[65, 75]

N.° DE
e 63 95 189 243 175 105

a) Representa los datos en un grifico adecuado.
b)Halla x, o y C.V.

2 Los beneficios, en millones de euros, de dos empre-
sas en seis anos consecutivos han sido los siguientes:

A |59 |25|74| 81| 48| 37
B | 45|38 |57 | 35| 55| 46

¢Cudl de las dos empresas tiene mayor variacién?

oroblemas

una muestra de 200 individuos. Di si te parece vali-

do cada uno de los siguientes modos de seleccionar-

los y explica por qué.

a) Sele pregunta al alcalde, que conoce a todo el pue-
blo, quéindividuosle parecen més representativos.

b) Se eligen 200 personas al azar entre las que acu-
den a la verbena el dia del patrén.

c) Se seleccionan al azar en la guia telefénica y se les
encuesta por teléfono.

d) Se acude a las listas electorales y se seleccionan al
azar 200 de ellos.

Aplica lo aprendido

17 vVV En una urbanizacién de 25 familias se ha ob-
servado la variable “ntimero de coches que tiene la
familia” y se han obtenido los siguientes datos:

0 1 23 10 1 2 3 1
0 1 11 40 1 1 1 4
3 2 2 1 1

a) Construye la tabla de frecuencias.

b) Haz el diagrama de barras.

¢) Calcula la media y la desviacién tipica.
d) Halla la mediana y los cuartiles.

e) Dibuja el diagrama de caja.

:Conoces las medidas de posicién, mediana, cuar-
tiles y percentiles? ;Los sabes calcular e interpre-
tar? ;Sabes utilizarlos para construir o interpretar
un diagrama de caja?

3 Halla la mediana y los cuartiles de la siguiente distri-
bucién:
00111 11111 22222 22222
22222 22233 33334 44468

Haz el correspondiente diagrama de caja.

4 Indica por qué el diagrama de caja siguiente es inco-
rrecto:

01234567 891011
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1 OCéIcqu de

probabilidades

Histéricamente, el interés por la probabilidad co-
mienza con los juegos de azar. Cardano, algebrista
italiano del siglo xv1, fue un jugador empedernido
en algunas épocas de su vida. Esta pasién le hizo ser
conocedor de trucos y fullerias. Acabé escribiendo
un libro sobre el juego, en el que, por primera vez, se
teoriza sobre las probabilidades.

Fue otro jugador en el siglo xv11, el caballero de Mer,
quien indujo, sin saberlo, a que los matemdticos Pas-
cal y Fermat mantuvieran una fructifera correspon-
dencia: en sus cartas, proponian soluciones a algunos
problemas sobre juegos planteados por Meré (al tirar
cuatro dados, ;qué es mds ventajoso, apostar por “al-
glin 6” o por “ningtin 6?), y elucubraban sobre otras
situaciones probabilisticas. Asi nacid, con estos dos
genios, la base de la teorfa de las probabilidades.

Ni Pascal ni Fermat publicaron sus conclusiones,
pero si lo hizo Huygens en 1657, en un breve libro
titulado Sobre los razonamientos en los juegos de azar.

En 1713, Jacques Bernouilli recogié lo escrito por
Huygens, lo amplié y completd, construyendo asi el
primer libro importante sobre la teoria de las proba-
bilidades: Arte de la conjetura.

Laplace, en 1812, publicé Teoria analitica de las pro-
babilidades, donde recogié y organizé multitud de
resultados que habia ido obteniendo y difundiendo
desde hacia 40 afios. Se trata de la mayor aportacién
de la historia a esta teorfa. Pocos afios después pu-
blicé Ensayo filoséfico de las probabilidades, destinado

a los no expertos. De este libro es la siguiente frase:

La teoria de las probabilidades es solo
sentido comiin expresado con niimeros.

DEBERAS RECORDAR

B Qué son los sucesos.

M Qué experiencias son regulares y cudles son
irregulares.




Problemas resueltos

1. Lanzamos un dado con forma

de dodecaedro perfecto, con
las caras numeradas del 1 al
12. Calcular:

2) P[8] fa
b) P[menor que 3] &
¢) P[impar] =4

d) P [niimero primo]

e) P[mayor que 4 pero menor
que 8]

Probabilidades en experiencias simples

Il Experiencias irregulares

Para calcular la probabilidad de un suceso correspondiente a una experiencia
irregular (una chincheta, o un dado cargado, o extraer una bola de una bolsa cuya
composicién ignoramos...) no queda mds remedio que experimentar. Es decir,
repetir la experiencia muchas veces, averiguar la frecuencia relativa de ese suceso
y asignarle ese valor (aproximado) a la probabilidad. Cuantas mds veces hagamos
la experiencia, més fiable serd el valor asignado.

Por ejemplo, si en una bolsa hay bolas de cinco colores (@, ®, ®, Oy @) y rea-
lizamos 100 veces la experiencia de extraer, mirar, anotar y devolver a la bolsa,
obteniendo los siguientes resultados:

fl@) =34, f(®)=23, fl®=21, f(O)=8, fl@)=14
les asignariamos los siguientes valores a las probabilidades:
Pl@l=fr(®) =034 Pl@l=fr(®) =023 Ple]=fr(®) =021
PlO]=fr(0) =0,08; Pl@]=fr(®)=0,14

Il Experiencias regulares. Ley de Laplace

Si la experiencia aleatoria se realiza con un instrumento regular (dado correcto,
baraja completa...), entra en juego la ley de Laplace. Recordémosla:

* Si el espacio muestral tiene 7 casos y la experiencia es regular, entonces todos
ellos tienen la misma probabilidad, 1/7.

* Si un suceso tiene k casos, entonces su probabilidad es 4/7.

PIS] = ndmero de casos favorables a §
ndmero total de casos posibles

Por ejemplo, en una bolsa hay 40 bolas idénticas salvo en el color. De ellas, 15
son rojas. Entonces, al extraer una bola al azar:

P[Roja] = i—g - % - 0,375

1.a2) P[8] = % Hay 12 casos, y el “8” es uno de ellos.

b) Solo 1y 2 son menores que 3 — P[menor que 3] = % = %
, . . 6 1
¢) Hay 6 niimeros impares menores que 12 — P[impar] = "5

d)2,3,5,7, 11 son primos — P[ntimero primo] = %

o) P[{5, 6, 7}] 13—2 %
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2.Con un molde se han fabri-

cado varios miles de dados.
Sospechamos que son inco-
rrectos. ;Cémo procedemos
para averiguar si son o no co-
rrectos? En caso de que no lo
sean, ;como evaluaremos la

probabilidad de cada cara?

3. Lanzamos dos dados correctos

y anotamos las diferencias de
las puntuaciones.

a) ;Cudl es el espacio muestral?

b) ;Qué probabilidad tiene

cada caso?

c) Hallar la probabilidad del
suceso “la diferencia es ma-
yor que 3”.

4.Un juego de cartas solo distin-

gue estas posibilidades:

FIGURA (sota, caballo o rey), As,
MENOR QUE 6 (2, 3, 4, 5), MA-
YOR QUE 5 (6, 7).

a) ;Cudl es el espacio muestral?

b) Di la probabilidad en cada

caso.

¢) ;Cudl es la probabilidad de
“no FIGURA”?

Actividades

1 Lanzamos un dado con forma de octaedro, con sus ca-
ras numeradas del 1 al 8. Evalda estas probabilidades:

a) P[multiplo de 3]
b) P[menor que 5]
¢) P[nimero primo]

d) P[no multiplo de 3]

UNIDAD,

10

2. Podemos suponer que todos los dados son idénticos. Experimentamos con
varios efectuando, en total, 1 000 lanzamientos. Estos son los resultados:

6 Observamos que algunas de
las frecuencias relativas se di-
ferencian demasiado del valor

1/6 = 0,166...

1 2 3 4 5
f | 154 | 123 | 236 | 105 | 201 | 181
fr 10,154/0,123|0,236|0,105|0,201|0,181

Puesto que el ndmero de experimentaciones (1 000) es suficientemente gran-
de, podemos concluir que el dado es defectuoso. Tomaremos las frecuencias
relativas de las distintas caras como valores aproximados de sus respectivas

probabilidades.

3. o L] .. e o ... : :
=Tt 1-1 A partir de la tabla de la izquierda, construimos
el 0|1[2]3]4]5 . O Rms G
" la distribucién siguiente:
Jilol1]2]3]4
e l2|1]0]|1]2]3 DIFERENCIAS 0 1 2 3 4 5
e/ 3|2]1]0]1 ]2 N°DEVECES | 6 | 10 | 8 | 6 | 4 | 2
el 4312/ 1|0| 1] |PROBABILIDAD 6/3G|10/36]8/36 | 6/36 | 4/36|2/36
s s|4(3(|2]1]0

a) y b) En la tabla anterior aparece el espacio muestral, £= {0, 1, 2, 3, 4, 5},
con las probabilidades asociadas a cada caso.

¢) P[Diferencia mayor que 3] = P[{4, 5}] = 4/36 + 2/36 = 6/36 = 1/6

4. Hay 40 cartas. La probabilidad de cada una es 1/40.
a) En este juego, el espacio muestral es £ = {“FIGURA”, “AS”, “< 67, “> 57}.
b) Hay 3 figuras en cada palo ——— P[riGura] = 12/40 = 3/10 = 0,3
Hay 4 ases en la baraja —— > P[as] = 4/40 = 1/10 = 0,1
Hay 4 ntimeros < 6 en cada palo — P[< 6] = 16/40 = 2/5 = 0,4
Hay 2 niimeros > 5 en cada palo — P[> 5] =8/40=1/5=0,2
¢) P[no FIGURA] = 1 — P[FIGURA] =1 -0,3 = 0,7

2 Lanzamos dos dados y anotamos la menor de las pun-
tuaciones.

a) Escribe el espacio muestral y asignale probabilidad
a cada uno de los casos.

b) Halla la probabilidad del suceso “la menor pun-

tuacién es menor que 4” = “< 47,

c) Halla P[no < 4].



Recuerda

Las siguientes experiencias:
a) extraer tres cartas de una baraja,
b) lanzar cinco dados,

se pueden considerar como experien-
cias compuestas de otras simples:

a) Extraer una carta de una baraja,
después otra, y después otra.

b) Lanzar un dado, y otro... y otro.

La 1.2 no es as.
Quedan 4 ases /

en 39 cartas.

Actividades

1 Lanzamos un dado y, después,
sacamos una bola de la bolsa.
Estas dos experiencias, sson
dependientes o independien-

tes?

Probabilidades en experiencias compuestas

Las experiencias simples que forman una experiencia compuesta pueden ser de-
pendientes o independientes.

Dos o mds experiencias aleatorias se llaman independientes cuando el resul-
tado de cada una de ellas no depende del resultado de las demis.

Por ejemplo, el lanzamiento de dos dados puede considerarse como composi-
cién de dos pruebas (un dado y otro dado) independientes, pues el resultado de
cada dado no influye en el otro.

Dos o mds experiencias aleatorias se llaman dependientes cuando el resultado
de cada una de ellas influye en las probabilidades de las siguientes.

Por ejemplo, extraer dos cartas de una baraja (una carta seguida de otra carta)
es la composicién de dos pruebas dependientes, pues el resultado de la primera
influye en las probabilidades de los sucesos de la segunda:

1.% extraccion quedan 2.% extraccion
AS 39 cartas, 3 ASES Plas] = 3/39
NO AS 39 cartas, 4 ASES P[as] = 4/39

Como vemos, las probabilidades de los sucesos en la 2.2 extraccién dependen de
lo que ocurri6 en la 1.2

Il Extracciones con o sin reemplazamiento

“Extraemos una bola de esta bolsa y, después, otra”. Falta un dato: ;la que hemos
extraido la echamos de nuevo a la bolsa antes de la 2.* extraccién o no?

<« .
— “Sacamos una bola, la miramos, la devolvemos a la bolsa, removemos y volve-
mos a sacar’, lo resumimos asi: “sacamos dos bolas con reemplazamiento”.

— “Sacamos una bola, la miramos y sacamos otra” se resume asi: “sacamos dos
“Sacamos una bola, la miram mos otr: resume asi mos d
bolas sin reemplazamiento”.

En el primer caso, las experiencias son independientes. En el segundo, depen-
dientes.

Lanzamos un dado. Si sa-
le par, extraemos una bola
de la bolsa A. Si sale im-
par, de la B. Las experien-
cias, ;son dependientes o
independientes?
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Experiencias independientes

El resultado de cada experiencia no
influye en el resultado de la siguien-
te.

Problemas resueltos

UNIDAD,

Composicion de experiencias independientes

Es mds sencillo calcular las probabilidades de los sucesos compuestos descompo-
niéndolos en sucesos simples.

Cuando varias experiencias aleatorias son independientes, la probabilidad de
que ocurra S en la primera, S, en la segunda, etc., es:

PS, y S, y..1=PS]-PIS,)] ...

1. Lanzamos dos dados, uno rojo  1.a) P[3enRy5enV]=P[3]- P[5] =1/6-1/6 =1/36

(R) y otro verde (V). Hallar
estas probabilidades:

b)P[5enRy3enV]=P[5]-P[3]=1/6-1/6=1/36
¢)Plun3yunS5]=P3enRy5enV]+P[5enRy3enV]-=

a)3enRy5enV
b)5enRy3enV —(1)+(1)—2—1 G S e e
en en S T U P B
J 36) "\36) 36 18 Db s e
9un3yun5 d)P[parenR y >2en V] =Plear] - P[>2] = [ 1555055425262
d)rpARenRy>2enV 3 4_12_1 R E
“PAR” = {2, 4, 6} 6 6 36 3 s 214243444 5.4 |64
“>2” = {3, 4, 5, 6} s l1.5]25]3.5[45][5.5 [6.5
2 2/16[26]3,6[46]56 /6
a a 2 3 6 1
2.Sacamos una bolade Ayuna 2.2)P[@y@]=_[12@] - P2 @ ==->=—=—
bola de B. Calcular: 56 30 5
2 2 4 2
P =P[1Af@]-PRAE =222 - =
b)Pl@y @] (1 @] - P[22 @] 5 673015
)Pleyel=Pllie]- PR e :%%:320:%
a)Pl@y®]
b)Pl@y ®] d)Plunadeecllas@yotra®] = P[@y ®] + P[®y @] =34_0+39_0=;_g
coPleye] . .
d) P[una de ellas @ y otra @] e) Plla2.* @] = P[cualquier cosala 1.2] - P[la2.° @] = 1 i
e) P[la segunda @]
Actividades

1 Se extraen 3 cartas con reemplazamiento. Halla:
b) P[3 asks]
d) P[ningtn as]

a) Plasen 1.2 y FIGURA en 2.2 y 3.%]

¢) Plun as y dos FIGURAS]

2 Se lanzan 5 monedas. Halla la probabilidad de:

a) 5 caras b) alguna cruz

3 Lanzamos 3 monedas. Calcula:

a) Pltres caras] b) P[ninguna cara] c) P[alguna cara]

4 Se lanzan dos monedas y un dado. ;Cudl es la proba-
bilidad de obtener cara en ambas monedas y seis en
el dado? ;Cudl, la de obtener cruz en las monedas y
par en el dado?




Experiencias dependientes

El resultado de cada experiencia in-
fluye en las probabilidades de las si-

guientes.

Problema resuelto

De una urna con 3 bolas verdes
y 2 rojas, extraemos dos bolas.

Calcular la probabilidad de que:
a) Ambas sean verdes.
b)La 1.% sea roja y la 2. verde.

¢) Las dos sean rojas.

Silalles ®

)/\P [® en este caso] = %

222

J
209 9

Silal.2es ®, quedan cuatro: 1@y 3 ®

Composicion de experiencias dependientes

Si dos sucesos S} y S, corresponden a pruebas dependientes, la probabili-
dad de que ocurra §; enlal.?y §, enla2.?es:

PIS, y S))=P[S,]-P[S, enla22/ S, enla13] = P[S,] - P[S,/ )]

La expresién P[S,/ S;] se llama probabilidad condicionada: probabilidad
de S, condicionada a que ocurra ;.

Para tres sucesos dependientes:

La probabilidad condicionada P[S;3/ S, y S,] significa “probabilidad de que
ocurra S3 supuesto que ocurrieron S; y S,”.

a) Imaginemos una gran cantidad de gente. Cada uno de ellos tiene una urna
con 3 bolas verdes y 2 bolas rojas. Son sometidos a dos pruebas:

1.2 prueba: Han de extraer bola verde. (La dejan fuera).
2.2 prueba: Han de volver a extraer verde.

Averigiiemos qué proporcién de gente supera cada prueba y, en consecuen-
cia, qué proporcién supera las dos.

PRIMERA
EXTRACCION

Ahora, la composicién de la urna se modifica dependiendo del resultado de
la primera prueba. Como estamos siguiendo la pista a los que extraen bola
verde, estos tienen ahora una urna con 2 bolas verdes y 2 bolas rojas. Veamos
qué proporcion de ellos supera la 2.% prueba.

SEGUNDA ) ¢ ? P[@] = 2/4. Por término medio, 2 de cada 4 de los
EXTRACCION | J| que superan la 1.% prueba superan también la 2.2.
P 04 T 3 2 6 .
roporcién de individuos que superan ambas pruebas: 5 120" Es decir:
3 2 6 3
= A 2O hly==.2=— ==
Peoye®l=r@®@lal? -Pl@la2*/ @ lal? 5 42010

Estas pruebas son dependientes, porque el resultado de la primera influye
en la segunda.

- Q] . a q_2 3_6_3
b)P[@y® -P@lal? . Pl@la2. /01:111.]_5 =270
JP@ye -P@lly. P@k2i/@hly-2.1_2_L

5°4-20 10
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Il Descripcion de la experiencia mediante
un diagrama en arbol

La experiencia de la pdgina anterior se puede describir sistemdticamente, y de
forma muy clara, mediante un diagrama en drbol:

Recuerda i ve D@y~ 3 %= % ] 13_0

Significado de algunas probabilida- oleee . g o

dCS' / La urna 2/4 reyel==-=-=—=—
5 4 20 10

= =Pl@enlal? 0000 queda asf > 4 X

5 %\ 34 »® Pl@Oy@==-—=—=—"—"

S _ P[@en2/®en 1] olecoel " 31 2 h

4 ST L /i>~e P 21 2 1

! quttlilzirzif [®ye] 5 4 20 10

Problema resuelto

Extraemos tres cartas de una baraja espafiola. Hallar la probabilidad de
obtener tres ASES.

Observa P[3 ases] = P[asen 1.2y asen 2.2y asen 3.%] =

Sien la 1.2 sale as, quedan 3 Ases en
39 cartas. Por tanto:

=Plasen1.] - P[asen2.*/asen 1.] - Plasen3.* /asen 1.2y 2.%] =

T40 39 38

Lo describimos en un diagrama en drbol:

"3

Plasen2.2/asen 1.7 = 3
39

Andlogamente:

Plasen3.*/asen 1.2y 2.7]

2/38 AS
_ AS Quedan 38 cartas. /
-1. EXTR. 3/9/f De ellas, 2 ases.
36/38 ™NO AS

A Quedan 39 cartas.

4/4}’ 9 De ellas, 3 ases.
36/\ NO AS
BGm
NO AS

P[3 asEs] = P[as] - P[asen2.*/asen 1.?] .

4 3 2 1

40 39 38 2470

= P[AS y AS y AS]

-Plasen3.*/asen 1.2y 2.7 =

Actividades
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1 Extraemos dos cartas de una baraja espanola. ;Cudl
es la probabilidad de que la primera sea un ReY y la
segunda un As?

2 Copia y completa el diagrama en drbol del problema
resuelto de esta pdgina y sobre ¢l halla P [NINGUN as].

3 Una urna contiene 5 bolas negras y 3 blancas. Ex-
traemos tres bolas. ;Cudl es la probabilidad de que
las tres sean blancas? ;Y negras?

4 Se extraen, una tras otra, 3 cartas de una baraja. ;Cudl
es la probabilidad de obtener BasTOs las tres veces?

a) Supdn que se extraen con reemplazamiento.
b) Supén que se extraen sin reemplazamiento.

5 Una urna A tiene tres bolas blancas y una negra.
Otra B tiene una bola negra. Sacamos una bola de A

y la echamos en B. Removemos y sacamos una bola

de B. ;Cudl es la probabilidad de que esta sea blanca?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Practica

Experiencias simples

1 vVV En laloterfa primitiva se extraen bolas nume-
radas del 1 al 49. Calcula la probabilidad de que la

primera bola extraida sea un nimero...:
b) ... mdltiplo de 7.

a) ... de una sola cifra.

¢) ... mayor que 25.

2 VUV Se extrae una carta de una baraja espafola.
Di cudl es la probabilidad de que sea:

a) REY 0 AS. D) FIGURA y OROS. ¢) NO SEA ESPADAS.

3 VvVV Lanzamos dos da-
dos y anotamos la pun-
tuacién mayor (si coin-
ciden, la de uno de ellos).

a) Completa en tu cua-
derno la tabla y di las
probabilidades de los
seis sucesos elemen-

tales 1, 2, 3,4, 5y 6.
b) Halla la probabilidad de los sucesos:

A: n.° par, B:n.° menor que 4.

Experiencias compuestas

4 vVV a) Tenemos dos barajas de 40 cartas. Sacamos
una carta de cada una. ;Cudl es la probabilidad de
que ambas sean 7? ;Cudl es la probabilidad de que
ambas sean figuras (sota, caballo o rey)?

b) Tenemos una baraja de 40 cartas. Sacamos dos
cartas. ;Cudl es la probabilidad de que ambas
sean un 7? ;Cudl es la probabilidad de que ambas
sean figura?

5 YVV Lanzamos tres dados. ;Cudl es la probabilidad
de que las tres puntuaciones sean menores que 5?

6 vVV Sacamos una bola de cada urna. Calcula la
probabilidad de que:
a) Ambas sean rojas.
b) Ambas sean negras.

¢) Alguna sea verde.

7 vV Una urna tiene 3 bolas rojas y 2 verdes. Ex-
traemos dos. Calcula P[2 rojas] y P[2 verdes].

oroblemas

Aplica lo aprendido

8 VVV Una urna contiene 100 bolas numeradas asf:
00, 01, 02, ..., 99

Llamamos x ala cifra de las decenas e y alacifrade
las unidades del nimero que tiene cada bola. Se ex-

trae una bola al azar. Calcula la probabilidad de que:
a)x=3 b)y=3 d)x>5
ex+y=9 f)x<3 h)y<7

Qxz7
gy>7
9 vVV Después de tirar muchas veces un modelo de

chinchetas, sabemos que la probabilidad de que una
cualquiera caiga con la punta hacia arriba es 0,38.

Si tiramos dos chinchetas, ;cudl serd la probabilidad

de que las dos caigan de distinta forma?

10 vVV En un laboratorio se somete un nuevo medi-
camento a tres controles. La probabilidad de pasar
el primero es 0,89, la de pasar el segundo es 0,93 y
la de pasar el tercero es 0,85. ;Cudl es la probabili-
dad de que el nuevo producto pase las tres pruebas?

11 VVV Sacamos una bola de A, la echamos en B, re-
movemos y sacamos una de B. Calcula:

<
S loa |

VA = B
b) P[1.2 rojay 2.2 verde]
d) P[2.2 roja / 1.% roja]

a) P[1.% rojay 2.2 roja]
c) P[2.* roja/ 1.2 verde]

e) P[2.2 roja] f) P[2.2 verde]
v ¢) Para calcular esta probabilidad, ten en cuenta el si-
guiente diagrama:
2 3.2
3 5 3

oo
:
-

e
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12 VvV En una clase hay 17 chicos y 18 chicas. Elegi-
mos al azar dos alumnos de esa clase.

Calcula la probabilidad de que:
a) Los dos sean chicos.
b) Sean dos chicas.

¢) Sean un chico y una chica.

13 VvV Tiramos dos dados correctos. Di cudl es la

probabilidad de obtener:
a) En los dos la misma puntuacién.
b) Un 6 en alguno de ellos.

¢) En uno de ellos, mayor puntuacién que en el otro.

14 vVvV Se extraen dos
bolas de esta bolsa.

Calcula la probabi-
lidad de que ambas
sean del mismo color.

Autoevaluacion

:Resuelves problemas de probabilidad de experien-

cias simples y compuestas?

1 Encima de una mesa tenemos estas cuatro cartas de
una baraja espafiola:
— Cinco de copas. — As de oros.

— Cuatro de bastos. — Dos de oros.

Sacando al azar otra carta del mazo y fijindonos en
su numero, ;cudl es la probabilidad de que la suma
de las puntuaciones de las cinco cartas (las cuatro de
la mesa y la extraida del mazo) sea 152 ;Y 162

2 Lanzamos una moneda y un dado y observamos los
resultados obtenidos.
a) ;Cudl es la probabilidad de obtener cruz y cinco?

b) ;Y la de obtener caARA y NUMERO PAR?

UNIDAD,

Resuelve problemas

15 VvV En una bolsa hay 4 bolas, dos de ellas estdn
marcadas con un 1 y las otras dos con un 2. Se ha-
cen tres extracciones y se anotan los resultados en
orden.

Calcula la probabilidad de que el nimero formado
sea el 121, suponiendo que la experiencia sea:

a) Con reemplazamiento.

b) Sin reemplazamiento.

16 YvV Matias y Elena juegan con una moneda.
La lanzan tres veces y si sale dos veces cara y una
vez cruz o dos veces cruz y una vez cara, gana Ma-
tias. Si sale tres veces cara o tres veces cruz, gana

Elena.

Calculalaprobabilidad que tiene cadauno de ganar.

3 Lanzamos dos dados. Calcula la probabilidad de que

el producto de las puntuaciones:
a) Sea 5. b) Sea 6. c) Sea 4.

v Haz una tabla con todos los casos posibles.

4 Tenemos dos bolsas, A y B, con estas bolas:
A: 7 blancas y 3 negras
B: 1 blanca, 2 negras y 7 rojas

Tirando un dado, si sale 1 o 2 extraemos una bola de
A. Sisale 3, 4, 5 o 6, extraemos una bola de B. Calcula
la probabilidad de extraer bola roja.

5 La urna A tiene 3 bolas rojas y 1 negra, y la B, 3 ne-
gras y 1 roja. Sacamos una bola de A, la echamos en
B, removemos y sacamos una bola de B. Calcula la
probabilidad de que ambas bolas sean rojas.

10







11

Combinatoria

“sDe cudntas formas distintas se pueden repartir las
tres medallas (oro, plata, bronce) los ocho finalistas
de una carrera?” Propuestas como esta son propias
de la combinatoria: a partir de una coleccién finita
de objetos, averiguar cudntas agrupaciones hay que
cumplan ciertas condiciones.

Problemas de este tipo aparecen en todas las cultu-
ras y, en muchos casos, relacionadas con situaciones
misticas o cabalisticas, como el I Ching chino o la

Cibala judia.

Summa (1914), de Luca Paccioli, es la primera obra
impresa donde aparecen problemas de combinatoria.

La combinatoria empezé a fraguarse como ciencia
paralelamente a la probabilidad y, por tanto, estuvo
ligada a los juegos. Aunque fue Tartaglia (algebrista
italiano del s. xv1) uno de los pioneros, esta ciencia
recibié el mayor impulso a partir de la correspon-
dencia mantenida por los franceses Pascal y Fermat
(s. xv11) sobre situaciones de azar inspiradas en las
mesas de juego. Los problemas probabilisticos que
de ahi surgen se resuelven mediante un enfoque
combinatorio.

Bernouilli (s. xvin) dedicd, en su Arze de la conjeru-
ra, algunos capitulos a asentar la teorfa de la combi-
natoria, bdsica para el cdlculo de probabilidades.

El término combinatoria, tal como lo usamos actual-
mente, fue introducido por el alemdn Leibniz.

Euler (s. xvi) enriqueci6 la combinatoria con nue-
vas lineas de trabajo. Una de ellas, /os grafos, comenzé
su andadura con la resolucién del reto de los puentes
de Konigsberg.

O. Material fotocopiable autorizado.
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En qué consiste la combinatoria

La combinatoria se ocupa de contar agrupaciones realizadas con un determina-
do criterio. Veamos algunos ejemplos:

1. Irene tiene 4 pantalones y 6 camisetas. ;Cudntas indumentarias distintas puede
elegir?

Cada camiseta puede ponerse con cada
pantalén. Por tanto, el nimero de in-
dumentarias es 4 X 6 = 24.

2. Cuatro amigos, A, B, C, D, diserian un campeonato de pimpdn, todos contra
todos, a un vuelta. ;Cudntos partidos se han de jugar?

A-B B-C C-D En total, 6 partidos.
A-C B-D
A-D

3. ;Cudntos resultados distintos podemos obtener al lanzar un dado de color rojo y
otro de color verde?

Cada resultado del dado rojo se puede emparejar con cada uno de los del dado

verde. Por tanto, habrd 6 X 6 = 36 resultados.

4. ;De cudntas formas se pueden sentar 3 amioos P, Q, R, en un banco que tiene tres
¢ ¢4
lugares

Hagédmoslas:

PQR

PRQ QPR QRTP

RPQ RQP

Hay seis formas distintas.

Actividades

1 Irene, ademds de 4 pantalones y 6 camisetas, tiene 3
gorras. ;Cudntas indumentarias de pantalén-camise-
ta-gorra puede llevar?

2 ;Cudntos partidos han de jugar 5 amigos, A, B, C,
D, E, para completar un campeonato de pimpén,
todos contra todos, a una vuelta?

3 Lanzamos un dado y extraemos una carta de una ba-
raja de 40 cartas. ;Cudntos resultados distintos pode-
mos obtener?

4 En una carrera compiten 4 corredores, B, Q, R, S, y se en-
tregan dos copas: una grande al campeén y otra pequena
al segundo. ;De cudntas formas se puede hacer el reparto?
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El diagrama en arbol

Como has podido ver en el apartado anterior, para resolver un problema de
combinatoria es fundamental tener muy claro cudles son las condiciones de las
agrupaciones buscadas y proceder con orden y sistema a su formacién o a su

recuento. Para

esta forma de proceder, es sumamente util el diagrama en drbol.

Veamos en qué consiste mediante algunos ejemplos:

* Ejemplo 1. Se juegan los partidos de ida de las semifinales de la Copa del Rey de

QuINIELA fiitbol. Son Mallorca-Deportivo y Betis-Albacete. Se confecciona una quiniela con

Mallorca — Deportivo [

los dos partidos.

Betis — Albacete d En cada casillero hay que poner 1, X 0 2. Para ganar, hay que acertar los dos resultados.

a) ;Cudntas quinielas hay que rellenar para tener la sequridad de ganar?

b) ;Cudntas quinielas habria que haber hecho la semana anterior para acertar los
cuatro partidos de vuelta de los cuartos de final de la Copa del Rey?

a): ;Cudntas

quinielas hay que hacer para acertar los dos partidos?

Tres posibilidades para acer-

L. MALL. - DEP. II. BET. - ALB. CONCLUSION R K
1o tar el primer partido. A cada
f— )1( % )1< una de esas tres posibilidades le
) 112 corresponden las tres que se
_— X|1 necesitan para acertar el otro
X X XX .
I 2|1
=X 2|X 3 - 3 = 9 quinielas
2 2|2

1PARTIDO  2.° PARTIDO 3. PARTIDO 4.° PARTIDO

”/1
/1\)2((1“)()
/ X/

] \)
2/—/./
\>

1 X

(22X1)

El diagrama en drbol tiene la ventaja de que permite pensar, pa-
s0 a paso, en este tipo de problemas en los que las distintas posi-
bilidades se van multiplicando.

Antes de dar cada paso, nos cuestionaremos a cudntas ramas da
lugar la nueva situacién en la que nos encontramos.

Resolvamos el apartado b).

En cada paso, el nimero de posibilidades se multiplica por 3, pues
el resultado de cada partido no depende de los anteriores.

El ndmero de quinielas posibles es:

3.3.3.3=3%-81




* Ejemplo 2. Antonio, Beatriz, Carmen y Dario juegan la fase final de un campeo-
nato de pimpdn. Hay una copa para el campedn y una placa para el subcampeon.

a) ;De cudntas formas pueden adjudicarse los trofeos?

b) ;Cudntas posibles clasificaciones finales puede haber?

a): ;De cudntas formas pueden repartirse los dos trofeos?

CAMPEON SUBCAMPEON CONCLUSION
A /’g ﬁ : g Hay cuatro posibilidades para
S ——D— A.D el puesto de campedn. Cada
N /’é g ; é una de ellas se puede comple-
< — "5 B.D tar con 3 opciones para el sub-
— A/ C. A campeon.
C——5 C.B
D———C,D T
 A———— DA 4 - 3 = 12 posibilidades
D B D, B
T ——cC D,C
CAMPEON  SUBCAMPEON  TERCERO CUARTO
p——""C————D ®BCD)  b): ;Cudntas posibles clasificaciones finales puede haber?

Hay 4 posibles campeones, pero, una vez fijado el campedn, solo

/ D
C < g -

/(B \ p——— o puede haber 3 subcampeones. Y si fijamos al 1.° y al 2.°, solo que-

— dan 2 aspirantes para el 3. lugar. Conocidos los 1.%, 2.° y 3.°, para

—— ) :
\C A= 0T ®"9  el 4° lugar solo queda un candidato.

(ADBC)

FOFTO

El niimero de posibilidades es:
4.3.2.-1=24
Con el diagrama en drbol se puede pensar paso a paso y permite ver cudles
son las distintas posibilidades que se dan en cada uno de esos pasos.

Si en lugar de pormenorizar todas las posibilidades solo queremos contarlas,
podremos dejar el drbol incompleto o, incluso, simplemente imaginarlo:

;Cudntas flechas hay que poner en primer lugar? ;Cudntas salen de cada uno de
esos resultados?. ..

Ejercicio resuelto

:De cudntas formas se pueden repartir 3 medallas entre las 12 participan-
tes de una carrera?

1.¢" lugar: 12. Total:
2.° lugar: Por cada una de las anteriores, 11. 12x11x 10 =

3.¢" lugar: Por cada una de las anteriores, 10. | = 1320 posibilidades

Actividades

1 Alberto, Beatriz y Claudia van a ver a su abuelo. Al irse, este les dice: “Escoged cada uno el libro que
querdis de estos”, y les muestra 10 libros distintos. ;De cudntas formas pueden hacer su eleccién?
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1. PARTIDO 2.° PARTIDO

Variaciones con repeticion

* Hay m elementos de partida.

* Se forman agrupaciones de # de
esos elementos.

* Pueden estar repetidos.

* Importa el orden en que se ponen.

Variaciones y permutaciones

Algunos de los problemas que se han resuelto en los apartados anteriores tienen

aspectos comunes. Los clasificaremos en modelos que podemos tratar tedrica-
mente, es decir, de forma general.

Il Variaciones con repeticion

Vamos a recuperar un problema, resuelto antes, para que nos sirva de modelo.

o Se juegan dos partidos. ;Cudntas quinielas hemos de hacer para acertar los dos?

Disponemos de tres signos, 1, X, 2. Con ellos hemos de llenar dos lugares.
Podemos poner el mismo signo en los dos lugares (es decir, puede repetirse). El
ntmero de posibilidades es 3 - 3 = 32.

e ;Y para acertar cuatro partidos?

Con los tres signos, 1, X, 2, hemos de llenar cuatro lugares, pudiendo repetirse
una o més veces los signos utilizados.

El nimero de posibilidades es 3 - 3 - 3 - 3 = 3%,

Disponemos de 7 elementos. Formamos agrupaciones ordenadas (“tiras”)
de 7 de ellos, repetidos o no.

A estas agrupaciones se las llama variaciones con repeticién de 7 elementos
tomados # a n. Al nimero de ellas se le designa por VR, , (o bien VR,,).

VR,, , = m"

Justificacién de la f6rmula

En el primer lugar podemos situar cualquiera de los 7 elementos. En el 2.° lu-
gar, también, sin importar cudl es el que ocupa el 1.°. Y asi sucesivamente, cada
lugar puede ser ocupado por cualquiera de los 7 elementos sin importar cudles
son los que ocupan los lugares anteriores. Por tanto, el nimero de posibilidades

1.0 2° 3° 4° ... n’
es m-m- ... -m (n factores) = m”.
Actividades
Resuelve cada enunciado de dos formas: 3 Disponemos de 7 colores con los que
a) Realizando un diagrama en drbol o razonando como hemos de pintar las tres franjas adjuntas.
si lo realizaras. ;Cudntas banderas salen?

b) Reconociendo el modelo de variaciones con repeti-

cién y aplicando la férmula.

1 ;Cudntos nimeros de 4 cifras se pueden formar con

las cifras impares?

Notas: 1. Cada franja hay que llenarla con un solo color.
2. Dos o las tres franjas pueden ser del mismo color.

3. Dos banderas con los mismos colores colocados en distinto or-

den son distintas.

2 Lanzamos un dado 4 veces. Importa el orden en que
salen los nimeros. ;Cudntos resultados distintos 4 ;Cudntas quinielas hemos de rellenar para acertar,

pueden darse?

con seguridad, los 15 resultados?




I Variaciones ordinarias

e ;De cudntas formas pueden obtener los puestos 1.° y 2.° los cuatro participantes en
un torneo?

Disponemos de cuatro elementos, A, B, C, D. Para el 1. lugar, hay 4 opciones.
Una vez fijado el primero, para el 2.° lugar, quedan 3 opciones (no hay repeti-
cidn, ya que el que queda 1.° no puede quedar 2.°).

El ntimero de posibilidades es 4 - 3 = 12.
* ;De cudntas formas se pueden repartir las 3 medallas los 8 finalistas de una carrera?
Disponemos de 8 elementos. Hemos de clasificar, ordenadamente, a 3.

Para el 1.° lugar, hay 8 posibilidades. Fijado el 1.°, hay 7 posibles segundos
puestos. Fijados el 1.° y el 2.°, hay 6 posibles terceros puestos.

Variaciones ordinarias Numero de pOSibilidadCS: 8.7-6=336.

* Hay m elementos de partida.
. . [{P%3 »
Disponemos de 7 elementos. Formamos agrupaciones ordenadas (“tiras”)

de 7 de ellos, sin que se repita ninguno. A estas agrupaciones se las llama va-
riaciones ordinarias, o simplemente, variaciones de m elementos tomados
n a n. Al nimero de ellas se le designa por V), , (o bien V).

Vy,=m-(m—=1)-(m=2)- ...

m,

o 3 PEPTSI n factores decrecientes

1. 2° 3.° n.°

* Se forman agrupaciones de 7 de
ellos. Obviamente, 7 < .

* No pueden repetirse.

* Importa el orden en que se ponen.

Bl Permutaciones
e ;De cudntas formas pueden quedar clasificados los cuatro participantes en un torneo?
4.3-2-1 =24 formas
e ;Y los ocho finalistas olimpicos en una carrera?
8.7-6-5-4-3.2-1=40320

Permutaciones

Las distintas formas en que se pueden ordenar los 7 elementos de un con-
junto se llaman permutaciones. Su nimero se designa por P,, (se lee “per-
mutaciones de 7 elementos”) y es igual al nimero de variaciones de m

* Hay m elementos de partida.

* Se toman los .

* No pueden repetirse. elementos tomados 7 a m.
* Lo tinico que importa es el orden.
P =V ==m-(m—1)-...-3-2-1
m m, m

A este nimero se le llama m factorial y se escribe 2!

Por ejemplo: 3!=3.2.1=6
5=5-4.3.2-1=120

Actividades
5 Enuncia un problema similar al de las banderas dela 6 En los ejercicios propuestos y resueltos en los dos aparta-
pdgina anterior que se resuelva mediante variaciones dos anteriores, identifica cudles responden al modelo de
ordinarias y resuélvelo razonadamente (diagrama en variaciones con repeticion, de variaciones ordinarias o
drbol) y aplicando la férmula. de permutaciones, y resuélvelos mediante las férmulas.
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Cuando no influye el orden

Empecemos poniendo algunos ejemplos que nos sirvan de referencia.

B AB * Cuatro amigos juegan un campeonato de pimpon por el sistema de liga (todos con-
C AC tra todos) a una sola vuelta. ;Cudntos partidos jugaron?
D AD
__—A BA Si utilizamos un diagrama en drbol para contar el nimero de partidos, obten-
C BC , .
/ D D 5 dremos 4 - 3 = 12, pero nos encontraremos con que aparecerd cada partido dos
\ A CA 5 ¢ veces: AB y BA, ACy CA, CDy DC...
/B CB
D D Por tanto, el ndmero total de partidos reales se obtiene dividiendo por 2.
A DA’ 12
B DB La respuesta es — = 0.
DC 2

Cada partido estd dos veces * Diez antiguos amigos se citan en un lugar a cierta hora. Al encontrarse, ;cudntos

apretones de manos se dan?

Si influyera el orden (A saluda a B, B saluda a A), entonces habria 10 - 9 = 90

saludos. Como no influye el orden, cada saludo se ha considerado dos veces.

Por tanto, el ndmero de apretones de mano es 90 : 2 = 45.

* En una carrera con 8 corredores se clasifican para la final los tres primeros. ;De
cudntas formas puede efectuarse la clasificacion?

Si influyera el orden, ;de cudntas formas distintas pueden asignarse los tres
primeros puestos?

La respuestaes 8 -7 -6 = 330.

Teniendo en cuenta que no influye el orden, ;cudntas veces hemos contado la
clasificacién de los mismos individuos?

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA
Seis formas, tantas como permutaciones de 3 elementos: 3-2-1=6

Por tanto, el nimero de posibles clasificaciones es 336 : 6 = 56.

e}

=l

§ _Estrategia

5 . " N

2 Contar como si influyera cl orden y La estrategia que se ha utilizado en estos tres problemas es la misma:

e}

3 s s . feio ) . . .

g | dividir por el nimero de repeticio Hemos reinterpretado el enunciado como si el orden en que se seleccionan los
3 nes. ;- ; . ,

s elementos si influyera. Después, hemos averiguado el nimero de veces que se ha
o contado cada uno de los casos que nos interesan, y hemos dividido por ¢él.

=

S : . . .

& Es importante que adquieras destreza con esta estrategia, porque te ayudard a
[as]

% resolver numerosos problemas.

g

=

5

¢ _Actividades

<

1]

s 1 En un monte hay 7 puestos de vigilancia contra in- 2 Vicente quiere regalar a su amigo Carlos 3 discos, y

< cendios y cada uno de ellos estd unido a los demds los quiere elegir entre los 10 que més le gustan. ;De

> por un camino. ;Cudntos caminos habrd en total? cudntas formas puede hacerlo?

(0]

©




La palabra “combinacién”

Combinaciones

La “combinatoria” es el arte de
“combinar”, es decir, de hacer y con-
tar “combinaciones” entre objetos
siguiendo ciertas reglas. En este con-
texto, la palabra combinacién puede
significar “agrupamiento”, “seleccion
con ciertos criterios”... Tiene un sig-

nificado amplio.

Pero, a partir de ahora, la palabra
combinacién adquiere un significa-
do muy preciso: el que le damos en
esta pagina.

Por tanto, en adelante, cuando se
hable de “combinaciones”, deberds
fijarte si se refiere a la expresién de
siempre, en sentido amplio, o bien a
esta otra tan concreta.

Combinaciones

* Hay m elementos de partida.

* Se forman agrupaciones de 7 de
ellos.

* No pueden estar repetidos.

* No importa el orden.

Actividades

1 Tenemos 6 puntos en el espacio de tal modo que no
hay tres alineados ni cuatro coplanarios. ;Cudntas
rectas podemos trazar uniendo dos de estos puntos?
. 3 > _
:Cudntos planos que se apoyen en tres de ellos? (ALt
NEADOS: Sobre la misma linea recta. coPLANARIOS:

Sobre el mismo plano).

Vamos a recuperar algunos problemas resueltos en el apartado anterior que nos

sirvan de modelo para el tratamiento teérico de un nuevo tipo de agrupamiento.

* ;Cudntos partidos han de jugar 4 amigos si deciden enfrentarse cada uno contra
todos los demds?

Disponemos de 4 elementos, A, B, C, D. Queremos agruparlos de dos en dos,
sin que importe el orden. El nimero de posibilidades se obtiene contdndolas
como si importara el orden (4 - 3) y, después, dividiendo por el ndimero de
veces que estd repetida cada opcidn.

=6

Resultado:

* ;Cudntos apretones de mano se dardn 10 amigos que se encuentran?

Anilogamente, contamos los saludos como si importara el orden (A saluda a B
o B saluda a A). Serfan V}q , =10 - 9. Después, dividimos por 2.

Resultado: 102—9 =45

En un colectivo de 10 personas, ;de cudntas formas se pueden elegir los 3 represen-
tantes que acudirdn a una cierta reunion?

Aunque no importa el orden en que salgan elegidos, empecemos contindolos
como si importara: Vyp 3=10-9-8

Pero como no influye el orden, cada una de las posibles elecciones la hemos
contado 6 veces: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Tantas como formas en

que se pueden ordenar estos 3 elementos, es decir:
P;=3-2-1 (permutaciones de 3 elementos)

Vi .9.
10,3 _ 10-9.8 ~ 120
P3 3'2'1

Por tanto, el nimero de posibles elecciones es:

Generalicemos estos resultados:

Disponemos de 7 elementos. Se llaman combinaciones a las distintas agru-
paciones que podemos formar tomando 7 de ellos, sin que importe el orden
en que aparezcan y sin que puedan repetirse. Su nimero se designa por C,,
(o bien C,,, y se lee “combinaciones de m elementos tomados 7 a #”).

Vm,n _ m(m—l)(m—n+1)
" P an-1)-..-3.2.1

n

2 ;Cudntas posibles mezclas de dos colores, en idénti-
cas cantidades, se pueden hacer con 8 tarros de pin-
tura de distintos colores?

¢Cudntas mezclas de tres colores?

¢Y de cuatro colores?
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Ejercicios

Practica
Formar agrupaciones

1 vVV Dos amigos juegan al tenis y acuerdan que
serd vencedor el primero que logre ganar dos sets.
Escribe todas las formas en que puede desarrollarse
el partido.

2 VYV a) Forma todos los nimeros de cuatro cifras que
se puedan hacer con los digitos 1 y 2. ;Cudntos son?

b) ;Cudntos nimeros de 5 cifras se pueden hacer
con los digitos 0y 1?

Ten en cuenta que 01101 = 1101 no es un nimero
de cinco cifras.

3 YVV Si queremos hacer ldpices bicolores de doble
punta y disponemos de los colores rojo, azul, ne-
gro, verde y amarillo, ;cudntos modelos se pueden
formar? Escribelos todos.

4 vVV §Si tienes tres pantalones (AZUL, NEGRO, BLAN-
CO) y cuatro camisetas (AZUL, ROJA, VERDE, BLAN-
cA), describe todas las indumentarias que puedes
vestir sin que coincidan el color de las dos prendas.

Utilizar las formulas

5 vVV Calcula:

C, f) V. Pio h) C
e) 6,4 ) 9,5 g P ) 10, 8
]
6 VvV Calcula:
VR P
Ve ,—C b) —%2 ) —4
> TG, Vis
P. P P
) Z10 12
) P, e) Py ) 7,

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

7 VVV Las expresiones VRg; Pg; Vg Cg, son las
soluciones de los siguientes apartados a), b), ¢), d), pero
no en ese orden. Asigna a cada apartado su solucién:

a) Palabras de ocho letras, con o sin sentido, que se
pueden hacer con las letras de pELicANO.

b) Posibles parejas que se pueden formar para jugar
un torneo de ajedrez entre 8 personas.

¢) Nimeros de dos cifras que se pueden formar con
los digitos 1, 2, 3, 4,5,6,7y 8.
d) Posibles formas de dar el primer y segundo pre-

mios de un concurso literario con 8 participantes.

8 YVV Ocho problemas muy parecidos. En cada
uno de los siguientes problemas la pregunta es: ;De
cudntas formas se puede hacer?

a) 3 chicos van a comprarse un polo cada uno a una
heladeria en la que hay 6 clases de polos.

b) 6 chicos van a comprarse un polo cada uno a una
heladeria en la que hay 3 clases de polos.

c
d

€

f

&
h

~

Repartir 3 polos distintos entre 6 chicos.

~—

Repartir 3 polos iguales entre 6 chicos.
Un chico escoge 3 polos entre 6 distintos.

Un chico escoge 3 polos entre 6 iguales.

Repartir 6 polos distintos entre 6 chicos.

~—

Repartir 3 polos de fresa y 3 de vainilla entre
6 chicos.

Sus soluciones son: C%, Py, VR3, 1, VRS, V%.
Estdn dadas en otro orden y se pueden repetir.

9 VvV ;De cudntas formas pueden repartirse 3 en-
tradas para un concierto de rock entre 6 amigos y
amigas sin que ninguno pueda llevarse mds de una?

10 vVV Para formar un equipo de baloncesto, hacen
falta 5 jugadores y el entrenador dispone de 10.

a) ;Cudntos equipos distintos puede formar?

b)Si elige a dos jugadores y los mantiene fijos,
scudntos equipos distintos podrd hacer con los
ocho que le quedan?

11 V¥V Se van a celebrar elecciones en una comunidad
de vecinos y hay que elegir al presidente, al secretario
y al tesorero. ;De cudntas maneras se pueden elegir
estos tres cargos, si se presentan ocho candidatos?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

12 VvV Se van a repartir tres regalos entre seis perso-
nas. Calcula de cudntas formas se pueden repartir
en cada uno de los siguientes casos:

a) Los regalos son distintos (una bicicleta, unos pa-
tines y un chdndal) y no puede tocarle mds de un
regalo a la misma persona.

b) Los regalos son iguales y no puede tocarle més de
un regalo a la misma persona.

c) Los regalos son distintos y puede tocarle mds de
uno a la misma persona.

13 YVV Los participantes de un concurso tienen que
ordenar a ciegas seis tarjetas en las que estd escrita
cada una de las letras de la palabra PrREMIO.

a) ;Cudntas ordenaciones distintas pueden salir?

b) Les ofrecen fijarla p en el lugar que le corresponde
y reducir el premio a la mitad. ;Cudntas ordena-
ciones posibles se pueden obtener de esta forma?

14 VvV ;De cudntas formas pue-
den sentarse tres personas en
un banco de 5 asientos?

;Y si el banco es de 3 asientos?

15 vVV Estis haciendo la maleta para irte de vacaciones
y quieres llevarte cuatro de las ocho camisetas que tie-
nes. ;De cudntas formas las puedes seleccionar?

Autoevaluacion

:Conoces los agrupamientos combinatorios cldsicos
(variaciones, permutaciones, combinaciones), las
férmulas para calcular su nimero y los aplicas a la
resolucién de problemas?

1 En un examen, el profesor ha puesto 7 problemas, de

los que hay que elegir 5.

;Cudntas elecciones se puede plantear un alumno?

2 ;Cudntos nimeros de cuatro cifras se pueden hacer
con los digitos 1, 2 y 32

oroblemas

16 vVV El lenguaje de un ordenador se traduce a se-
cuencias de digitos formados por ceros y unos. Un
byte es una de estas secuencias y estd formado por 8
digitos.

Por ejemplo: ‘O 0100011

:Cudntos bytes diferentes se pueden formar?

Aplica lo aprendido

17 vvV El ndmero 75775 estd formado por dos cin-
Cos y tres sietes.

¢Cules son los nimeros que podemos formar con
dos cincos y tres sietes?

18 vVV En unos almacenes emplean el siguiente c6-
digo para marcar los articulos:

* La primera cifra indica la seccién correspondiente
y es un nimero entre el 1y el 9.

* Después, hay tres cifras, cada una de ellas del 0 al
9, que corresponden al nimero del proveedor.

;Cudntas marcas distintas se pueden hacer?

19 VYV Seis amigos, 3 chicos y 3 chicas, van al cine.

:De cudntas formas pueden sentarse si quieren es-
tar alternados?

3 ;De cudntas formas podemos elegir al delegado y al
subdelegado de un curso en el que hay siete candida-
tos?

;Utilizas el diagrama en drbol y otras estrategias para
formar o contar agrupaciones siguiendo ciertos cri-
terios?

4 Con las letras de la palabra casa, ;cudntas ordena-
ciones, con o sin sentido, podemos formar? Es-
cribelas todas.
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