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8Funciones.

Caracteristicas

El concepto de funcién ha ido evolucionando y per-
filindose a lo largo del tiempo. ;Qué requisitos se le
ha ido exigiendo a dicho concepto?

— Una funcién relaciona dos variables.
— Las funciones describen fenémenos naturales.

— Las relaciones funcionales pueden ser descritas
mediante férmulas (relaciones algebraicas).

— Las funciones pueden ser representadas grafica-
mente.

Oresme (matemdtico francés del siglo x1v) afirmé
en 1350 que las leyes de la naturaleza son relaciones
de dependencia entre “dos cantidades”. Puede con-
siderarse una primera aproximacién al concepto de
funcién.

Galileo (finales del siglo xv1) utiliza por primera vez
la experimentacién cuantitativa (disefia, experimen-
ta, mide, anota) para establecer relaciones numéricas
que describan fenémenos naturales.

Descartes (siglo xvir), con su algebrizacién de la
geometria, propicia que las funciones puedan ser re-
presentadas graficamente.

Leibniz, en 1673, utiliza por primera vez la palabra
funcion para designar estas relaciones.

Euler, entre 1748 y 1755, fue perfilando el concep-
to, al que dio precisién y generalidad, admitiendo,
finalmente, que una relacién entre dos variables pue-
de ser funcién aunque no haya una expresién analiti-
ca que la describa. El propio Euler fue quien aporté
la nomenclatura f{(x).
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Ejercicio resuelto

En una comarca crece una cierta
planta. Analizar la funcién 7.°
medio de ejemplares por hectdrea
a distintas alturas:

NUMERO DE EJEMPLARES
300

200

100
ALTURA (m)
500 1000 1500

Conceptos basicos

Una funcién liga dos variables numéricas a las que, habitualmente, se las lla-

ma x e y:
x es la variable independiente  y es la variable dependiente

La funcién, que se suele denotar por y = f(x), asocia a cada valor de x un
tinico valor de y:

x = y=fx

Para visualizar el comportamiento de una funcién, recurrimos a su representa-
cién gréfica: sobre unos ejes cartesianos con sendas escalas, representamos las
dos variables:

La x sobre el eje horizontal (eje de abscisas).
La y sobre el eje vertical (¢je de ordenadas).

Cada punto de la gréfica tiene dos coordenadas, su abscisa, x, y su ordenada, .

Se llama dominio de definicién de una funcién, £, y se designa por Dom f,
al conjunto de valores de x para los cuales existe la funcién.

Se llama recorrido de f al conjunto de valores que toma la funcién. Es decir,
al conjunto de valores de y para los cuales hay un x tal que f(x) = y.

Se ligan dos variables: la altitud, a, medida en metros, y el nimero medio de
ejemplares por ha, n.

La primera es la variable independiente. La segunda es la variable dependiente.

Para cada valor de 2 hay un tnico valor de 7. Por tanto, 7 es una funcién

que depende de a: 7 = f(a).

El dominio de definicidn es el intervalo [400, 1700]. El recorrido es el inter-
valo [0, 260].

Actividades
1 TEMPERATURA (°C) La gréfica describe la tem- 2 Y |y
60 peratura a la que sale el ]
50 agua de un grifo que estd
40 un rato abierto.
zg a) ;Cudles son las dos va-
10 riables? /\
TIEMPO (min) ) ,
B EEA b) Explllsa por qué es una X x
funcién.

¢) ;Cudles son el dominio de definicién y el recorrido?

Una de estas dos graficas corresponde a una funcidn,
y la otra, no. Identifica cada cual, razonadamente.
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UNIDAD

Cdémo se nos presentan las funciones

Tanto para el estudio de las matemdticas como para otras ciencias o en la vida
cotidiana, nos encontramos frecuentemente con funciones.

Las funciones nos vienen dadas de muy diversas formas: mediante su grdfica, por
una fabla de valores, por una férmula o mediante una descripcion verbal (enun-

ciado).

Bl Mediante su expresion grafica

Las siguientes dos funciones vienen dadas por sus representaciones graficas:

VELOCIDAD DE UN CICLISTA

INDICE DE LA BOLSA EN UN ANO EN CADA INSTANTE DE UN RECORRIDO

PORJENTAJE SOBRE VELQCIDAD (km/h)
EL VALOR AL 40
COMIENZO DEL ANO
Observa 100% 354
La grifica de una funcién permite 30+
apreciar su comportamiento global 251
con un sim ista. 201
ple golpe de vista S0%
154
10
5_
[MEMIO (min)
EFMAM] J ASOND 10 20 30 40 50 60 70

Como mejor se puede apreciar el comportamiento global de una funcién es
mediante su representacién grafica. Por eso, siempre que pretendamos ana-
lizar una funcidn, intentaremos representarla graficamente, cualquiera que sea
la forma en la cual, en principio, nos venga dada.

Bl Mediante un enunciado

Cuando una funcién viene dada por un enunciado o una descripcién (como la
que se hace en la siguiente actividad 1 para describir el recorrido de Alberto hasta
la escuela), la idea que nos podemos hacer de ella es, casi siempre, cuantitativa-
mente poco precisa.

Actividades

1 Haz una grifica en la que se vea representado el 2 Vamos a analizar la gréfica de arriba que describe la
recorrido de Alberto desde su casa hasta el co- velocidad del ciclista:
legio, en funcién del tiempo: de casa salié a las

o e a) ;Cudnto tiempo tarda en hacer el recorrido?
8:30 h y fue seguidito hasta casa de su amigo Iker.

Lo esperé un rato sentado en un banco y lue- b) En los primeros 15 minutos circula en llano. ;A
go se fueron juntos, muy despacio, hacia el cole- qué velocidad lo hace? ;Qué distancia recorre?
gio. Cuando ya estaban llegando, se dio cuenta de c) Entre el minuto 18 y el 27 va cuesta arriba. Di a
que se habia dejado la cartera en el banco. Vol- qué velocidad.

vi6 corriendo, la recuperd y llegé al colegio a las

d) Sefiala un intervalo de 5 minutos en el que marcha

9 to.
€n punto cuesta abajo. ;A qué velocidad lo hace?
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Ejemplo

Alguien que gane 32500 €:
e Se sitta en la 4.2 fila.

* Por los primeros 26 000 € paga
6360 €, y por el resto, el 37%:

32500 — 26000 = 6500 €

37% de 6500 = 6500 x 0,37 =
=2405€

Por tanto, paga 6500 + 2405.

Es decir, si gana 32500 €, ha de pa-
gar 8905 €.

Actividades

3 Teniendo en cuenta la tabla de arriba, calcula la cuo-
ta que corresponde a cada una de las siguientes bases

liquidables:
a) 12640 €

b)25000 €

B Mediante una tabla de valores

Con frecuencia se nos dan los valores de una funcién mediante una tabla en la
cual se obtienen directamente los datos buscados. Sin embargo, en otros casos,
como en la tabla siguiente, hay que efectuar complejos célculos para obtener lo
que se busca.

Esta tabla de valores permite calcular lo que cada persona debe pagar a Hacienda
un cierto ano (cuota integra) en funcién de lo que gana (base liquidable).

BASE LIQUIDABLE | CUOTA iINTEGRA | RESTO BASE LIQUIDABLE | TIPO APLICABLE
HASTA EUROS EUROS HASTA EUROS %
0 0 4000 15
4000 600 10000 25
14000 3000 12000 28
26000 6360 20000 37
46000 13760 en adelante 45

Hl Mediante su expresion analitica o férmula

La expresion analitica es la forma mds precisa y operativa de dar una funcién.
Pero requiere un minucioso estudio posterior.

Veamos algunos ejemplos:

S
V EJEMPLO 1
El sueldo, S, de un cierto empleado viene dado en fun-  *
cién de las horas extraordinarias trabajadas, x; y se cal- 500
cula, descontando un 15% de impuestos, mediante la 00
férmula S = (2100 + 25x) - 0,85. 1
2 10 x(h)
V EJEMPLO 2
¢ (m)

Una bola que se deja caer por un plano levemente incli-
nado lleva una aceleracién de 0,2 m/s.

La distancia, e, en metros, que recorre en funcién del
tiempo, #, en segundos, viene dada por la férmula
e=0,12

t(s)

4 En el ejemrro 1, calcula el sueldo del trabajor un
mes en el que hizo 15 horas extraordinarias.

5 En el gjemrLo 2, calcula la velocidad de la bola a los
5 segundos de ser lanzada.
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Ejemplos

En la pagina de la izquierda hay tres
graficas continuas. Por ejemplo, la
tercera: una pequefa variacién en la
longitud del péndulo trae como con-
secuencia una pequefa variaciéon en
su periodo.

Sin embargo, en el ejemplo 4 hay
un punto de discontinuidad en
d =2 cm. Si un objeto estaba a
1,99 cm de la lupa y lo pasamos a
2,01 cm (una pequena variacién en
d) el aumento A varfa dristicamente.

Observa

La primera grafica, discontinua, re-
fleja el pago “por horas” (hora em-
pezada, hora pagada). La segunda
consiste en pagar exactamente lo que
se gasta. En la tercera, hay un pago
inicial (por entrar en el aparcamien-
to, 2€) y, a continuacion, se paga lo
que se gasta.

Actividades

1 a) ;Cudnto vale aparcar media hora segtin cada mo-

delo (D), @y (B3

b) ;Cuédnto dinero cuesta aparcar 1 h 15 min segln

cada modelo?

Funciones continuas. Discontinuidades

a

La funcién de la izquierda es continua en todo su dominio de definicién.

La funcién de la derecha no es continua, porque presenta una discontinuidad en
el punto de abscisa a.

Hay distintos tipos de discontinuidad. Observa algunos:

Y
Y

\
%

?

---------0
L--------9
L--ec---o
L---o-----9
Le-eee-----@
be-ee------o
Y

Hay un salto. Le falta un punto. Solo estd definida en

puntos aislados.

Una funcidn es continua cuando no presenta discontinuidades de ningtin tipo.

Se puede decir de una funcién que es continua en un intervalo [z, 4] si no
presenta ninguna discontinuidad en él.

Hasta hace poco, los aparcamientos cobraban “por horas”. Esto quiere decir que
solo por entrar ya se pagaba 1 h. Si se estaba 1 h y 10 min se pagaban 2 h. La
primera de las tres gréficas siguientes describe esta forma de pago:

@ ) PAGO (€) @ ) PAGO (€) @

N O\ o O
N O\ o O
N NG\ O

1 2 3 4 5 1IEMPO (h) 1 2 3 4 5 1IEMPO (h) 1 2 3 4 5 1iEMPO (h)

Los usuarios prefieren que las tarifas se rijan por la funcién continua de en me-
dio. Los representantes de los aparcamientos preferirian, si se quiere que la fun-
cién sea continua, la de la derecha.

¢) ;Y aparcar 4 h y 6 minutos?

d) Propén un modelo de tarifa que sea intermedio
entre la preferencia de los usuarios y la de los repre-
sentantes de los aparcamientos.




CRECIENTE DECRECIENTE

La funcién puede tomar en otros puntos
valores mayores que un mdximo relativo
y menores que un minimo relativo.

Ten en cuenta

(=7, 11) = Intervalo abierto (no in-
cluye los extremos —7 y 11).

[-7, 11] — Intervalo cerrado (inclu-
ye los extremos —7 y 11).

Actividades

1 De la funcién de la derecha di

b) Cudles son sus mdximos y sus minimos relativos.

Crecimiento, maximos y minimos

La funcién f es creciente en este tramo porque
si x; <x,, entonces f(x;) < f(x).

Andlogamente, una funcién es decreciente en un
intervalo cuando

si x; <x,, entonces f(x;) > f(x;).

Una funcién puede ser creciente en unos interva-
los y decreciente en otros.

Una funcién tiene un mdximo relativo en
un punto cuando en €l la funcién toma un
valor mayor que en los puntos préximos.
En tal caso, la funcién es creciente hasta el
méximo y decreciente a partir de él.

Andlogamente, si f tiene un minimo rela-
tivo en un punto, es decreciente antes del
punto y creciente a partir de él. MINIMO

Ejercicio resuelto

Decir los intervalos en que es cre-
ciente y en los que es decreciente ~
la funcién dada grificamenteala -7 11
derecha. ;Cuéles son sus mdximos
y sus minimos relativos?

La funcién estd definida entre -7 y 11.

Es creciente en los intervalos (-7, -3) y (1, 11).

Es decreciente en el intervalo (-3, 1).

Tiene un mdximo relativo en el punto de abscisa —3. Su valor es 2.
Tiene un minimo relativo en el punto de abscisa 1. Su valor es —5.

Hay puntos en los que la funcién toma valores menores que en el minimo
relativo. Por ejemplo, para x = —7, la funcién toma el valor —6.

a) En qué intervalos es creciente y en cudles es decreciente. \/\‘\ /
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UNIDAD,

Tendencia y periodicidad

Volviendo al ejemplo del ejercicio resuelto de la pagina 127, estudiamos la can-
tidad media de ejemplares por hectdrea que hay de una cierta especie de planta a
distintas a/turas. El resultado se da en la gréfica siguiente:

NUMERO DE EJEMPLARES
300
200+
1001
ALTURA (m)
500 1000 1500

Observamos que, a partir de una cierta altura, cuanto mds se sube menos ejem-
plares se encuentran. Y que, a partir de 1600 m, casi no hay plantas de este tipo.
Podemos afirmar que:

Cuando la altura aumenta por encima de los 1600 m, el niimero de
plantas tiende a cero.

Hay funciones en las que, aunque solo conozcamos un trozo de ellas, pode-
mos predecir cémo se comportardn lejos del intervalo en que han sido estu-
diadas, porque tienen ramas con una tendencia muy clara.

Il Periodicidad

ALTURA (m) En el margen se ha representado la variacién de la altura de un cestillo de una
40+ noria cuando esta da una vuelta. Tarda medio minuto (30 segundos), y en ese
tiempo sube, llega al punto m4s alto, baja y llega al suelo. Pero este movimiento
se repite una y otra vez. Su representacién gréfica es esta:

0 71N

104

T i HEin fEai i /

.

30 60 90 120

En esta funcién, lo que ocurre en el intervalo [0, 30] se repite reiteradamente. Se
trata de una funcion periddica de periodo 30.

Funcién periédica es aquella cuyo comportamiento se repite cada vez que la
variable independiente recorre un cierto intervalo. La longitud de ese interva-
lo se llama periodo.
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Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Practica

Interpretacion de graficas

1 VUV Esta es la grifica de la evolucién de la tempe-
ratura de un enfermo.

40} TEMPERATURA eC)

39
38
37

361
b TIEMPO (dias)
1 2 3 4 5 6 7

a) ;Cudnto tiempo estuvo en observacién?

b);En qué dia la temperatura alcanza un mdxi-
mo? ;Y un minimo?

) ;En qué intervalos de tiempo crece la temperatu-
ray en cudles decrece?

d) ;Qué tendencia tiene la temperatura?

e) Elabora un pequenio informe interpretando tus
resultados.

2 vVV Hemos sacado de la nevera un vaso con agua
y lo hemos dejado sobre la mesa de la cocina. Esta
gréfica muestra la temperatura del agua en grados
centigrados al pasar el tiempo.

TEMPERATURA (°C)
B B e it i s s E Tt i S

16

2 TIEMPO (min)
20 40 60

a) ;A qué temperatura estd el interior de la nevera?
b) ;A qué temperatura estd la habitacién?

¢) Imagina que en ese mismo momento sacamos del
microondas un vaso con agua a 98 °C y lo deja-
mos sobre la mesa. Dibuja una gréfica aproxima-
da que muestre la temperatura del agua en este
segundo vaso al pasar el tiempo.

oroblemas

Enunciados, formulas y tablas

3 VUV Representa la funcién y = x® — 3x + 2 defini-
da en [-2, 3]. Para ello, completa en tu cuaderno:

x | -2 | -1 0 1 2 3
y

¢Cudl es el recorrido de la funcién?
Caracteristicas de una funcion

4 vV De cada una de las siguientes funciones di:
a) En qué intervalos crece y en cudles decrece.

b) Cudles son sus maximos y sus minimos relativos.

o @ |

4 4
2 2
¥
2 4 /-4-

gL

a) Relaciona cada curva con uno de estosenunciados.

I. Temperatura de un vaso de agua cuando pasa
de la mesa a la nevera.
II. Temperatura de un vaso de agua cuando sale
de la nevera y se deja en la mesa.
I1I. Temperatura de un vaso de agua cuando pasa
de la mesa al congelador.

b) Determina a qué tiende cada una cuando crece la

variable independiente.

6 vV Contintia esta gréfica sabiendo que se trata de
una funcién periédica. Di cudl es su periodo.

Y
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7 VYV Tres deportistas han estado nadando durante
media hora. Su entrenador ha anotado las siguien-
tes distancias recorridas cada 5 minutos:

TIEMPO (min) | 5 10 15 20 | 25 30

D|ST,Z\IT3|AA 95 | 235 | 425 | 650 | 875 |1100
PSTINSAE 1 250 | 500 | 750 1000|1250 1500
D'ST‘(‘g‘;'AC 360 | 710 | 10201300 1490 1600

a) Dibuja la gréfica que relaciona la distancia y el
tiempo de cada nadador y describelas.

b) ;Ha habido algtin adelantamiento durante la me-

dia hora?

¢) ;Cudl es el dominio y el recorrido de cada una de
las tres funciones?

8 VVV Los coches, una vez que se compran, empie-
zan a perder valor a un ritmo de un 20% anual.

a) Haz una tabla de valores que dé el valor, en afios
sucesivos, de un coche que costé 12000 €.

b) Representa gréficamente la funcién asos trans-
curridos-valor del coche.

Autoevaluacion

:Sabes interpretar una funcién a partir de una grafi-
ca, una férmula o un enunciado?

1 Un ciclista hace una excursién a un lugar que dista
30 km de su casa. Al cabo de una hora, cuando ha re-
corrido 15 km, hace una parada de media hora. Reanu-
da la marcha con la misma velocidad hasta llegar a su
destino, donde descansa otra media hora, y regresa al
punto de partida a la misma velocidad que a la ida. Re-
presenta la gréfica tiempo-distancia al punto de partida.

2 Completa la siguiente tabla en tu cuaderno y dibuja la
grafica de la funcién definida por la férmula y = x? — 4x.

X [-2|-1]0 1 2 3 4 5 6
y

:Reconoces las caracteristicas de una funcién?

3 Observa la grifica y halla:

UNIDAD,

8

9 VvV Cuando una persona toma 50 g de glucosa en
ayunas, su glucemia (% de glucosa en sangre) se
eleva, en 1 hora, desde 90 mg/d/, nivel normal,
hasta 120 mg/dl. En las 3 horas siguientes, dismi-
nuye hasta valores algo por debajo del nivel nor-
mal, y vuelve a la normalidad al cabo de 5 horas.

a) Representa la curva de glucemia de una persona.
b) Di cudl es su mdximo, su minimo y explica su

tendencia.

10 vVV Dos companias telefénicas, A y B, tienen di-
ferentes tarifas. Observa las gréficas y contesta:

COSTE (€)

a) ;Qué dos varia-
bles se relacio-

0.8 :
nan en estas gra-
06 ficas? ;Cudl es la
0.4 independiente?
02 TIEMPO ¢Y la dependien-
(min)
te?

i3 3 4 5 & 7
b) Di si cada una de estas funciones es continua. Es-
cribe los puntos de discontinuidad, si los hay.

¢) Di cudnto vale unallamada de 3 minutos con cada
una de las dos compaiifas. ;Y una de media hora?

Y a) Dominio y recorrido.
/\ 2 / b) Miximos y minimos.
—4 -2 2 /41X  ¢)Intervalos de crecimiento
+ y decrecimiento.
;4/’ d)Dénde es continua y los
puntos de discontinuidad.

4 VvV ;Es periddica esta funcién? ;Cudl es su periodo?
Y

VoINS NS

X
1 2 03 14,516 71819

Averigua los valores de la funcién dada por la grafica
anterior en los puntos de abscisas x =1, x=3, x=
20, x=23 y x=42.
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9 Las funciones
lineales

Después de Euler atin siguid, entre los matemdticos,
la discusién de qué requisitos eran imprescindibles
para definir una funcién y cudles no. En 1923 se lleg6
a la siguiente definicién, muy parecida a la que se usa
actualmente:

Se dice que y es una funcién de x sia cada
valor de x le corresponde un valor de y. Esta
correspondencia se indica mediante la ecuacién

=10
Pero en esa busqueda de la precisién, se generaron
una serie de funciones estrafalarias que llevaron a
Poincaré, en el afio 1899, a decir:

“Durante medio siglo hemos visto una masa de
funciones extrafias que parecen forzadas a pare-
cerse lo menos posible a las funciones honestas que
sirven a algtin propdsito. Antes, cuando se inven-
taba alguna funcién, era con alguna meta pric-
tica. Hoy son inventadas con el fin de mostrar
que el razonamiento de nuestros antecesores fue
erréneo”.

En esta unidad, y en la préxima, vamos a dedicar-
nos a esas funciones honestas que propugnaba el gran
Poincaré. Esas funciones que sirven para algo mds que
para construir o desmontar conceptos.




Ejemplo

El espacio recorrido con movimiento
uniforme (velocidad constante) en
funcién del tiempo es:

e=v-t

v es la pendiente de la recta que rela-
ciona ¢ con t.

Ejemplo

El precio de la comida en algunos
restaurantes es constante, no depen-
de de la cantidad que nos sirvamos.

Ejemplo

La longitud de un muelle en funcién
de la fuerza que lo estira.

Idea de funcion lineal. Tipos

La ciencia, la técnica, la economia... estin plagadas de funciones en las que /as
variaciones de las causas influyen proporcionalmente en las variaciones de los efectos.
Todas estas funciones se llaman lineales y se representan mediante rectas. Vea-
mos un ejemplo:

Alargamiento de un muelle

Si de un muelle colgamos distintas pesas, se producen diversos alargamientos.
Es decir, la longitud del muelle es funcién del peso que se cuelga. Y es interesante

destacar que esta funcién es lineal.
LONGITUD (cm)

En concreto, supongamos que el muelle sin estirar
mide 30 cm y que se alarga 15 cm por cada kilo-
gramo que colguemos. La relacién es:

100

) =130 + 15x

»=30+15x (y:longitud en cm; x: pesoenkg) .

El dominio de definicién de esta funcién es
[0, 6], suponiendo que para pesos de mds de
6 kg el muelle se deteriora.

PESO (kg)
0o 1 2 3 4 5 6

Il Tipos de funciones lineales

Funcion de proporcionalidad: y = mx

Y Las funciones de proporcionalidad se representan
mediante rectas que pasan por el origen. Describen
una proporcién entre los valores de las dos varia-

bles.

Al ndmero 7 se le llama pendiente.

X

Funcidn constante: y=n

Se representa mediante una recta paralela al eje X.

Y Su pendiente es 0.
yor Larecta y=0 coincide con el eje X.
" En estas rectas, todos los puntos tienen la misma
=0 ordenada. Por ejemplo, (2, 5), (6, 5), (11, 5) son
X puntos de la recta y = 5.

Expresion general: y=mx +n

Y Su representacién es una recta de pendiente

que corta al eje Y en el punto (0, 7). Al nimero
Y =mx+n

n se le llama ordenada en el origen.

]
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Observa cémo varfa el valor de la pen-
diente al aumentar la inclinacién de la
recta.

Ejercicio resuelto

Hallar grificamente la pendien-
te de la recta que pasa por los
puntos (-2,1) y (4, 5).

Actividades

UNIDAD

Funciones lineales. Pendiente

Las funciones lineales, como hemos visto, responden a la ecuacién y = mx + n,
y se representan mediante rectas.

Recuerda que la pendiente de una recta tiene que ver con su inclinacién respecto
del eje X. Vamos a repasar el significado, la interpretacion grafica y la obten-
cién de la pendiente de una recta.

Il Pendiente de una recta representada graficamente

Observa cémo se obtienen las pendientes de las siguientes rectas:

.

| .

1 i3
.

@ Cuando x avanza 3, y sube?2. Pendiente =

(2 Cuando x avanza 1, y sube 4. Pendiente = — = 4

— e

Cuando x avanza 2, y baja 3. Pendiente = —
J oaj

(SIS

La pendiente de una recta es la variacién de la y (aumento o disminucién)
cuando la x aumenta una unidad.

Para hallar la pendiente de una recta mediante su representacién grafica, se
sefalan dos de sus puntos y se mide la variacién de la x y la variacién de la y
al pasar de un punto al otro. Entonces:

variacién de la y

Pendiente = ——
variacién de la x

Representamos los puntos y, contando cuadraditos, ha-

llamos:
La variacién de la x es 6; la variacién dela y es 4.
Por tanto: pendiente = % = 2

3

Podemos observar que, efectivamente, cuando x avanza 3, y sube 2.

1 Halla gréficamente la pendiente de la recta que pasa 2 Halla graficamente la pendiente de la recta que pasa

por (=3,-2) y (5, 4).

por (=2, 6) y (4, 2).




Il Pendiente de una recta a partir de dos de sus puntos

Observa cémo se realiza numéricamente lo que en la pdgina anterior se ha hecho
graficamente:

6-2

Pendiente = 5-3_ % Pendiente = ——= =4 Pendiente=—— ="

5-2 4-3 -3 2

Si conocemos las coordenadas de dos puntos de la recta, P(xy, ;) y Qxy, 1),
para hallar la pendiente, procedemos asi:
2= 95—y, eslavariacién de la y.

Pendiente = ==L L,
Xy — X x, —x) es lavariacién de la x.

Il Pendiente de una recta dada por su ecuacion

2
: La pendiente de una recta dada por su ecuacién es el coeficiente de la x cuan-
2 do estd despejada la y.
1
2 Por ejemplo, observemos una tabla de valores correspondientes a y = 2x + 1:
1
2 x| 0|1 |2]|3 4 Advertimos que cuando la x avanza 1, la y
// ! v 1135|7109 sube 2; es decir, la pendiente de la recta es 2.

Problemas resueltos

1. Hallar las pendientes de las rec- 1. 2) Pendiente = 13-3 _10 _,
tas que pasan por los puntos: 4-(-1) 5
a) P(-1, 3), Q(4, 13) b) Pendiente = —>-4 _9_9
b) A7, 4), B(2,-5) 2070
2. Hallar las pendientes de: 2.En a) y en b), la pendiente es evidente, pues la y estd despejada:
a)y=3x a)m=3 b) m=-2
b)y=-2x+1
c))gx+ 3;j7=0 ¢) Despejamos la y: 3y=7-2x — yzg—%x - m =—%
Actividades

3 Halla las pendientes de las rectas que pasan por estos 4 Halla las pendientes de:
pares de puntos:

a)y=—2x b)y=3x+5
a) (3, 1)y (7,5) b)(3,5) y (7,-2) 3 7
0 (3, -2y (7,8 d) (1,-5) y (10, 11) 0)4x—5y+2=0 d)-x+4y+5=0
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UNIDAD

Ecuacion de una recta en la forma punto-pendiente

Con mucha frecuencia hemos de escribir la ecuacién de una recta de la cual co-
Atencion nocemos un punto y la pendiente. La damos a continuacidn.

Esta férmula es muy util. jAprende
a usarla! Punto: P(xy, y,) Pendiente: Ecuacién: y =y, + m(x — x;)

JUSTIFICACION
* y=79y+m(x—xp) esunaexpresién de 1. grado. Por tanto, es una recta.
* El coeficiente de la x es . Por tanto, su pendiente es .

* Sidamosa x el valor x;, — y=yy+ m(xyg—xp) = yy + m - 0=y, Obtenemos
y =Yy Si x=x entonces y=y,. Esdecir, pasa por (xg, yp)-

Recta dada por dos puntos
Para hallar la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos, procedemos as:
* A partir de los dos puntos, obtenemos su pendiente.

* Con la pendiente y uno de los puntos, obtenemos la ecuacién.

Ejercicio resuelto

Hallar la ecuacion de cada una a) Ecuacién: y=7 — é(x +5). Esto ya es la ecuacién de la recta.
de las rectas siguientes: 5

a) Pasa por (-5, 7) y tiene una Podemos simplificarla: y =7 — ix— 3. 5 2> y=4- %x

5 5

pendiente de = 7
5 b)y=4+ gx. Observa que (0, 4) estd en el eje Y. Es decir, 4 es la ordenada

b) Pasa por (0, 4) y tiene una i cll b,

. 7
pendiente de 3 ¢) Empezamos hallando su pendiente: 7 = 45;(72) = %2 = —%
c) Pasa por (-2, 7) y por (4, 5).

Ecuacién de la recta que pasa por (-2, 7) y cuya pendiente es — %;

y=7-3642) ()
También podriamos hallarla a partir del otro punto:

Ecuacién de la recta que pasa por (4, 5) y cuya pendiente es — %z

y=5-5lc=4) ()

:Coincidirdn? {Naturalmente! Puedes comprobarlo simplificando las ecua-
ciones (x) y (xx).

Actividades
1 Halla la ecuacién de cada una de las siguientes rectas: b) Pasa por el punto (0,-3) y tiene una pendiente de 4.

a) Pasa por (-3, —5) y tiene una pendiente de g c) Pasa por (3, =5) y por (-4, 7).




n

Ejercicios resueltos

1.Representar la funcién cuya
expresion analitica es:

0,5x+1 x<4
y_f(x)_{S x>4

2. Poner la ecuacién de la siguien-
te funcidn:

Actividades

Funciones definidas a trozos

Es frecuente encontrarse con funciones cuyas graficas estdn formadas por trozos de
rectas. Veamos, por ejemplo, la funcién representada en el margen:

* El primer tramo pertenece a la recta cuya pendiente es 1 y cuya ordenada en el
origen es 4. Su ecuacién es, por tanto, y = x + 4.

* El segundo tramo pertenece a la recta que pasa por (3, 7) y cuya pendiente es —2.
Su ecuacién: y=7—2(x—3). Esdecir, y=-2x+ 13.

* El tercer tramo es la funcién constante y = 1.

x+4 si x<3
La funcidn se describe asi:  f(x) ={-2x+ 13 si 3<x<6
1 si x26

Para describir analiticamente una gréfica formada por trozos de rectas, se dan
las ecuaciones de los diversos tramos, enumerados por orden, indicando en
cada uno de ellos los valores de x para los que la funcién estd definida.

1. Es una funcién muy parecida a la anterior. Por eso, representamos directa-
mente los dos tramos de que consta:

Puesto que ahora los dos tramos empal-
man en el punto de abscisa 4, no nos ocu-
paremos de si el punto pertenece a uno o
: a otro tramo.

»

2.1. TRAMO: y=-2, hasta x=-1 22 siox<—1
2.° TRAMO: y = 2x, entre—1y 1 y=fx)=32x si -1<x<1
3. TRAMO: y =2, apartirde x=1 2 sixz21

1 Representa las funciones cuyas expresiones analiticas 2 Escribe las ecuaciones de la funcién que corresponde

son las siguientes:

Dy - 2x—5, x<3
)= x+1, x>3

2x—5, x<3
b _ s
)}’ {x—Z, x=3

a cada una de las siguientes gréficas:

a) b)

5

g

(S8}
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Ejercicios

Practica
Pendiente de una recta

1 vVV Halla la pendiente de cada una de las rectas
dibujadas:

\ Y

i
N2

h(x)

2 vVV Halla la pendiente de las rectas que pasan por
los siguientes puntos:

a) (2) 4) Yy (_la _2)
C) (_3> 5) y (2: 1)

b)(=3,5)y 3,-1)
d)G,2)y 5,2

3 vVV Halla las pendientes de las siguientes rectas:

a)y=4x—2 b)y=—§x
c)6x+3y—4=0 d)3y-12=0

Ecuaciéon y representacion de una funcién
lineal

4 VVV Asocia a cada recta su ecuacién. Di, en cada
caso, cudl es su pendiente.

a)y+2=0 Y r
b)3x—y=3 /
Qy=2-x X
—3y= )
d)2x—3y=12 >
/ '
v u
x
1

5 VVV Representa las siguientes rectas:

4

a)y=—x b)y=2x-3

d)y=25

UNIDAD,

9

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

6 vVV Halla la ecuacién de las rectas que cumplen
las siguientes condiciones y dibujalas:

a) Pasa por (5, 3) y tiene una pendiente de 3/5.
b) Pasa por el punto (5, 3) y tiene pendiente —1/2.

7 vV Halla la ecuacién de las rectas 7y, 75, 73y 74
en la forma punto-pendiente.

-y 7
~
1 ™~
b=
",
2 ™~
I £
4
5 r
Z %

8 YVV Halla la ecuacién de las rectas que pasan por
los puntos que se indican y represéntalas:

a)(2,3)y(7,0) b) (0, 4) y (4, 0)
Funciones definidas a trozos

9 YVV Representa las siguientes funciones:

3 0 x+3,x<-4
-3, x<
a)y= x b)y=92x+7,-4<x<0
2x—3,x20
7—xx>0

10 VvV Queremos hallar la expresién analitica de esta
funcién formada por tres tramos de rectas.

4
2

/|2468\

a) Para x <1, la recta pasa por (0, 2) y (1, 4).
Escribe su ecuacién.

b)Para 1 <x<5, esuna funcién constante. Escribe
su ecuacion.

c)Para x =5, la recta pasa por (5, 4) y (9, 0).

Escribe su ecuacién.
d) Completa, en tu cuaderno, su expresion analitica:
si x<1

si 1<x ...

si x>5

y=14




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Resuelve problemas

11 vvV Un coche teledirigido, en el instante inicial,
estd a 2 m de Manuela y se aleja de ella a una velo-
cidad constante de 3 m/s.

a) ;Cudl es la ecuacién que ofrece su distancia a
Manuela en funcién del tiempo?

b) ;A qué distancia de Manuela estd el juguete al
minuto de empezar a contar? ;Cudnto recorre en
ese tiempo?

¢) Representa la funcién.

12 VvV Mientras ascendfamos por una montafa, me-
dimos la temperatura y obtuvimos los datos de esta
tabla:

0 [360|720990
6 4)5

ALTURA (m)

TEMPERATURA (°C) | 10 | 8

a) Representa los puntos en una grafica.

b) Suponiendo que se sigue la misma pauta, halla la
expresién analitica de la funcién altura-temperatura.

c) ;A partir de qué altura la temperatura es menor
que 0 °C?

Autoevaluacion

:Manejas con destreza las funciones lineales?

1 Halla la pendiente de las rectas que pasan por estos
pares de puntos:

a) 5:4)y (3,1) b) (-2,-5)y (1, 1)

2 Escribe la ecuacién de cada una de estas rectas:
a) Pasa por el punto (1, —2) y tiene pendiente %

b) Pasa por los puntos (-2, -5) y (1, 1).

3 Escribe la ecuacién de cada una de estas rectas:

oroblemas

13 vvV Un fontanero cobra 18 € por el desplaza-
miento y 15 € por cada hora de trabajo.

a) Haz una tabla de valores de la funcién zempo-
coste y represéntala graficamente.

b) Si ha cobrado por una reparacién 70,50 €, ;cudn-
to tiempo ha invertido en la reparacién?

14 vvV El médico ha puesto a Ricardo un régimen de
adelgazamiento y con esta gréfica le explica lo que
espera conseguir en las proximas 12 semanas.

PESO (en kg)

80+
70 _\\

60

P

T

—— —————— SEMANAS

1234567 89101112

a) ;Cudl era su peso al comenzar el régimen?

b) ;Cudnto tiene que adelgazar por semana en la
primera etapa del régimen? ;Y entre la sexta y la
octava semanas?

¢) Halla la expresién analitica de la funcién anterior.

:Interpretas y representas funciones definidas a
trozos?

2x+6  si x<-2
4 Representa: f(x) = %+ 3 si 2<x<2
—x+6 six=>2

5 Estas son las tarifas de dos compafiias telefénicas:

A: 0,30 € por establecimiento || B:
de llamada y 0,20 €/min 0,22 €/min

a) ;Cudnto cuesta una llamada de 5 minutos en cada
compafia? ;Y de 15 min? ;Y de 20 min?

b) Haz, para cada una de las dos companias, la grafica
de la funcién que nos da el precio de la llamada
dependiendo del tiempo que dure.
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10,

funciones
elementales

En restos arqueolégicos encontrados en Mesopo-
tamia, aparecen tablas numéricas con los nimeros
naturales y sus correspondientes cuadrados, cubos
e inversos. Esto prueba que en la antigua Babilonia
ya manejaban y utilizaban estas relaciones. ;Significa
eso que los babilonios conocfan las funciones y = x2,
y=x%, y=1/x2 Por supuesto que no: andaban muy
lejos de considerar el concepto de funcién, aunque
manejaran su componente utilitaria.

Del mismo modo, las relaciones exponenciales o las
radicales fueron usadas mucho antes de que la civili-
zaci6n se aproximara al concepto de funcién.

Funciones cuadrdticas, de proporcionalidad inversa,
radicales y exponenciales forman parte de ese colec-
tivo de funciones honestas a las que se referia Poinca-
ré, y que sirven para cosas utiles, como verds en esta

unidad.
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10

-4 2 0 2 4

\/xz—6x+6

)I:

Ejemplo

Representar y = x% — 6x + 6.

Vértice

x 0|12 |3|4|5]|6
y 6|1 |=2/-3|-=2/11|6

La representacion es la pardbola ver-
de de la primera de las tres cuadricu-
las anteriores.

Actividades

Parabolas y funciones cuadraticas

Bl La funcion y = x?

Empecemos construyendo una tabla de valores:

y=x2_>x_4—3—2—101234
y 16|94 101 4]9]16

La grafica es una curva en forma de pardbola, simétrica respecto al eje Y; tiene
un minimo en el punto (0, 0), al que llamamos vértice. Tiene dos ramas, una
decreciente y otra creciente. Es una funcién definida en todo R y continua,
pues no presenta saltos: se puede representar de un solo trazo.

Il Funciones cuadraticas

Fijate en las siguientes curvas y comprueba en cada una de ellas, que las coorde-
nadas de los puntos sefialados cumplen las correspondientes ecuaciones:

gy
2

\/y= 3x2 — 18x + 24

Observdndolas, se pueden extraer las siguientes conclusiones:
e Las funciones y = ax® + bx + ¢, con a#0, llamadas cuadriticas, se repre-
sentan todas ellas mediante pardbolas con el ¢je paralelo al eje Y.

* Su forma (anchura) y su orientacién (hacia abajo, hacia arriba) dependen
del coeficiente 4 de x2, del siguiente modo:

— Si a> 0, tiene las ramas hacia arriba, y si @ <0, hacia abajo.

— Cuanto mayor sea |a|, mds estilizada es la pardbola.

Il Representacion de funciones cuadraticas

Para representar las funciones cuadraticas y = ax?* + bx + ¢, conviene saber que la

abscisa del vértice es = Después, se construye una tabla de valores a izquierda
a

y derecha de este punto.

1 Calcula el vértice, construye una tabla de valores y representa las siguientes funciones:

a)y=x2-2x+3

b) y=—x?—4x+5
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10

Funciones de proporcionalidad inversa

Recuerda: la proporcionalidad inversa relaciona dos variables de forma que
cuando una aumenta (doble, triple, cuddruple...), la otra disminuye (mitad, ter-
cio, cuarto...).

¥ EJEMPLO
30+
257 De un rectingulo de 100 cm? de superficie, desconocemos sus lados. Los llama-
fg mos x e y. Esclaro que xy=100. Lo ponemos asi:
] 100, . , , .
5 y== (A igualdad de dreas, los lados son inversamente proporcionales).
510 15 20 25 30
Las relaciones de proporcionalidad inversa, como la que acabamos de describir,
se presentan con mucha frecuencia en la naturaleza, la fisica, la economia... Va-
mos a analizarlas teéricamente.
Bl La funcion y = 1/x
Observa las siguientes tablas de valores:
X 1 2 4 5 10 X 1 |05/0,25| 0,1 {0,01
y 11050250201 y | 1| 2] 4 |10]100
Vemos que:
* Cuanto més grande es x, mds pequefio se hace .
¢ Cuanto mds pequefno es x, mds grande se hace y.
P Il Caracteristicas de las funciones y = k/x
y = —
x * No estan definidas en x = 0.
* Si x seacercaa 0, y toma valores cada vez mds grandes. Por eso, decimos que
el eje ¥ es una asintota.
E * Si x toma valores cada vez mds grandes, y se acerca a 0. Por eso, el eje X es
s asintota.
s Esta curva es una hipérbola.
o P
& _Actividades
g 1 Representa con detalle la parte positiva de la funcién: 2 Representa la funcién y = 6/x. Paraello, daa x los
g _36 valores £1, 2, £3 y £6.
: ¥ 3 Represent 8 _ dandoa x los valores -3, 1
} epresenta y = —— dando a x los valores -3, 1,
s Para ello, dale a x los valores 1, 2, 3,4, 6,9, 12, 18 P J x=5
< y 36 y utiliza una hoja de papel cuadriculado para 3,4,6,7,9y 13. Comprueba que la asintota verti-
> representar los puntos obtenidos. cal es la recta x = 5.
O]
°




I Funciones radicales

Funciones radicales. Funciones exponenciales

Las funciones y = Vx e y = x se pueden representar punto a punto y dan
lugar a las graficas que ves debajo. Son mitades de pardbola y juntas describen
una pardbola idénticaa y = x2, pero con su eje sobre el eje X.

y=Vx
Y Y
y=Vx
X X
’ )/ - _\l}
y=—\x
El dominio de definicién de estas funciones es [0, +o0).
Bl Funciones exponenciales
15 * En el margen tienes la gréfica de la funcién exponencial de base 2: y = 2% Se
zx trata de una funcidn creciente.
y=
10, x=0 x<0
X 1 4 0 | -1 -2 -3 —4
5 y 2 16 1 /0,5 0,25 |0,125|0,0625| -
.. . . 1 1
Norta: R da el significado de | tencias negativas — 2% = =—
NN ecuerda el significado de las potencias negativas > = 1¢
4 0 4
* Lafuncién y=(1/2)* también es exponencial. Como su base (1/2) es menor que
1, la funcién es decreciente.
X 1 2 3 4 0 |-1|=2|-3|-4
y 0,510,25/0,12500,0625 = | |y | 1|2 | 4|8 |16
y= (%) Se llaman funciones exponenciales a las que tienen la ecuacién y = a*.

Actividades

1 Representa estas funciones y di sus dominios de defi-

nicién (daa x los valores —1, 0, 3, 8, 15):

a)y=Vx+1 b)y=Vx+1-5

2 Calcula los valores de la funcién y = 1,5° para los
valores enteros de x comprendidos entre —6 y 6.
Representa la funcién.

* Sila base es menor que 1 (2 < 1), entonces son decrecientes.

* Todas ellas son continuas, estin definidas en todo R y pasan por los puntos
0, Dy (1, ).
¢ Si la base es mayor que 1 (2> 1), entonces son crecientes.
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Ejercicios

Practica
Funciones cuadraticas

1 VUV Representa las siguientes funciones haciendo,
en cada caso, una tabla de valores como esta, y di
cudl es el vértice de cada pardbola:

X |[-4|-3|-=2(-1/0|1|2)|3]|4
y

a)y=x2+3 b)y=x2—4

2 VVV Representa las siguientes parabolas, hallando
el vértice, algunos puntos préximos a él y los pun-
tos de corte con los ejes:

a)y=%x2+2x b)y=—3x2+6x—3

3 VYV Di cudl es el punto (abscisa y ordenada) don-
de se encuentra el vértice de estas pardbolas sefa-
lando, en cada caso, si se trata de un mdximo o de
un minimo:

b)y=3-x2
d)y=-5x2+10x-3

Representa cada una de esas pardbolas.

a)y=x2-5
Q)y=x+4dx+4

4 VVV Asocia a cada una de las graficas una de las
expresiones siguientes:

a) y=x?
b)y=(x—3)2
c)y=x2—3

= (D d)y=x2—6x+6
— @

\/ ©

- ©

Otras funciones

5 vVV Dibuja la grifica de estas funciones, dando a
x los valores que se indican en cada caso:

3

a)y:; x=-3;-1;-1/2;1/2; 1; 3

by=-2 x=-2-1;-1/2;1/2; 1;2
X

UNIDAD,

10

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

6 vV Halla las asintotas de cada una de estas fun-
ciones hiperbélicas y represéntalas graficamente
ayuddndote de una tabla de valores:

5

1-—x

a)y= b)y=

7 vV Ayudéndote de una tabla de valores, repre-
senta estas funciones. Para el apartado a), da valo-
res positivos a x, y para el apartado b), negativos.

a)y=\x +2 b)y = 2V—x

8 YVV Asocia a cada grifica una de estas férmulas:

) y=3" II) y=1,5x
III) y = 0,4x IV) y=0,7x
@ 6 @ 6
4 4
2 2
S —— ]
) T4 e 5%
© 8 @ 8
6 6
4 4
2
N __
;) AR ;) AR

Di, para cada una, si es creciente o decreciente.

Aplica lo aprendido

9 VvV Observa estas hipérbolas y contesta:

<
[
R|= 8 |=

—

=
1

a) ;A qué valor se acerca cada una cuando x toma
valores cada vez mds grandes?

b) ;A qué valores se acerca cada una cuando x toma
valores cada vez mds préximos a cero?

¢) ;Cudl es la asintota horizontal de cada funcién?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Resuelve problemas

10 vVvV La altura, A, a la que se encuentra en cada
instante, # una piedra que lanzamos verticalmen-
te hacia arriba con una velocidad de 20 m/s viene
dada por: 4 = 20z — 5¢2.

a) Representa gréficamente la funcién.
b) Di cudl es su dominio de definicién.

¢) ;En qué momento alcanza la altura mdxima?
;Cudl es esa altura?

d) ;En qué momento cae la piedra al suelo?

e) ;En qué intervalo de tiempo la piedra estd a una
altura superior a 15 metros?

11 vVV El coste por unidad de fabricacién de ciertos
sobres disminuye segin aumenta el nimero de
unidades fabricadas. Este coste viene dado por la

0,3x + 1000

funcién: y =
x

a) ;Qué valores puede tomar la variable x?
b) Da el coste por unidad y el coste de 10 sobres.

¢) Calcula, también, el coste por unidad y el coste
total para 100 000 sobres.

d) ;A cudnto asciende el coste por unidad fabricada
cuando el ndimero de sobres es muy grande?

Autoevaluacion

¢Conoces familias de funciones (cuadriticas, de pro-
porcionalidad inversa, radicales, exponenciales) y las
representas a partir de sus ecuaciones, y viceversa?

1 Calcula las coordenadas del vértice y representa la

pardbola: y = x% + 4x— 5
2 Representa la siguiente funcion:
2
y=—+1
x
3 Asocia a cada una de las grificas una ecuacién:

@/j/@ ij

N
—3—1‘135 —2\‘24

oroblemas

12 vVV Ejercicio resuelto

En el contrato de alquiler de un apartamento
figura una claiisula en la que se especifica que
el precio subird un 5% anual.

a) Si el precio es de 450 € mensuales, ;cudl
sera dentro de 5 anos?

b) Escribe la funcién que relaciona el precio
mensual del alquiler con los afios trans-
curridos.

Para aumentar una cantidad un 5% se multipli-
ca por 1,05. Por tanto:

a) 450 - 1,05 = 574,33 €
b) y = 450 - 1,05*

13 vVV Una furgoneta que costé 20 000 € se depre-
cia a un ritmo de un 12% anual.

a) ;Cudl serd su precio dentro de 4 afios?

b) Halla la funcién que da el precio del vehiculo se-
gan los anos transcurridos.

¢) Calcula cudnto tiempo tardarg el precio en redu-
cirse a la mitad.

U Para reducir una cantidad un 12% se multiplica por 0,88.

@ F O,
/N
—4 fl-2 2 2
)
/ \* ) | 214
b) y=1,5*
d)y=vVx+3

:Asocias una situacién real con algiin modelo de fun-
cién y te basas en él para interpretarla?

a)y=-x>—4x-3
oy=(1/x)+1

4 En el contrato de trabajo de un empleado figura que
su sueldo subird un 10% anual. Su sueldo inicial es
de 24000 € anuales.

a) ;Cudnto ganard dentro de 10 afos?
b) Escribe la funcién que relaciona el dinero que ga-
na con el nimero de afios transcurridos.
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1 1 La semejanza.

Aplicaciones

El estudio tedrico de la semejanza se suele basar en el
teorema de Tales. Recordemos quién fue este personaje.

Tales nacié en Mileto (actualmente, en la costa oc-
cidental de Turquia), aproximadamente, en el ano
640 a.C. Muri6 con mas de 90 anos.

Visité Egipto y, posiblemente, Babilonia, y aprendi6
la ciencia préctica acumulada durante siglos por estas
civilizaciones. Aporté estos conocimientos, segura-
mente muy elaborados, al mundo griego.

Fue el primero que exigié que las afirmaciones mate-
mdticas y de otras ciencias fueran avaladas por razona-
mientos bien fundamentados. Por eso, se le considera
el fundador de la ciencia griega.

Muy admirado en su época y en siglos posteriores, se
le dio el rango del primero de “los siete sabios de Gre-
cia’. Esta gran admiracién de la que fue objeto hizo
que se le mitificara y se le atribuyeran méritos que
realmente no eran suyos. Por ejemplo, la prediccién
de un eclipse. Y la paternidad del teorema que lleva
su nombre.

Parece cierto que en Egipto midi6 la altura de una
pirdmide comparando su sombra con la que arrojaba,
en el mismo instante, una vara vertical. Pero esta apli-
cacién practica de la semejanza no significa que diera
forma al enunciado del teorema, ni mucho menos
que lo demostrara.

Ambos logros, junto con una adecuada fundamenta-
cién y su desarrollo teérico de la semejanza, hay que
atribuirselos a Euclides, dos siglos y medio posterior.




Semejanza

Seguramente, nunca has visto este cua-
dro. Sin embargo, lo conoces perfecta-
mente por medio de sus reproducciones.

Con un plano podemos orientarnos en
una ciudad. La escala nos permite, ade-
mids, conocer las distancias.

Dos figuras semejantes tienen la misma forma. ;Cémo se manifiesta matemdtica-
mente esta apariencia?

— Los dngulos correspondientes en figuras semejantes son iguales.

— Las longitudes de los segmentos correspondientes en figuras semejantes son
proporcionales. La razén de proporcionalidad se llama razén de semejanza.

Il Figuras semejantes en la vida corriente
Estamos rodeados de reproducciones:
— Fotografias, videos, peliculas en pantallas de distintos tamarfios...

— Magquetas de monumentos o de urbanizaciones, copias de cuadros famosos,
reproducciones de coches. ..

— Planos de edificios o de ciudades, mapas...

Las primeras pretenden, exclusivamente, transmitir unas caracteristicas que se
conservan con la semejanza: la imagen, la forma, el color, la belleza del original.

Con los planos y los mapas pretendemos mds: queremos que ademds de apreciar
la forma, se puedan obtener con precisién medidas, distancias. Por ello, van
acompanados de una escala con la que se pueden obtener magnitudes de la rea-
lidad midiendo sobre su reproduccién (plano o mapa).

Escala es el cociente entre cada longitud de la reproduccién (mapa, plano,
magqueta) y la correspondiente longitud en la realidad. Es, por tanto, la razén
de semejanza entre la reproduccién y la realidad.

Una escala 1:200 significa, como ya sabes, que 1 cm del plano corresponde a
200 cm = 2 m de la realidad.

., .1 .
La expresién 1:200 puede ponerse asi: 200" <" lo que se muestra la razén de
semejanza entre las dos figuras.

Il Relacion entre las areas y entre los volimenes

Si la razén de semejanza entre dos figuras es 4, la razén entre sus 4reas es k2 y
la razén entre sus volimenes es £°.

La razén entre las 4reas de dos figuras semejantes es igual al cuadrado de la
raz6n de semejanza.

La razén entre los volumenes de dos figuras semejantes es igual al cubo de la
razén de semejanza.

Si una maqueta estd a escala 1:200, la razén entre la superficie de una parcela y la
de su representacién es 2002 = 40 000. Y la razén entre el volumen de un edificio
y el de su representacién en la maqueta es 2003 = 8 000 000.
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Il Planos, mapas y maquetas

Vamos a aplicar lo dicho en la pagina anterior a estas representaciones (planos y
mapas) que llevan incluida una escala con la que podemos deducir medidas en la
realidad que representan.

Actividades

1 Este es el plano de una parte de una ciudad, a escala 1:10 000.

a) Justifica que 1 cm en el plano corresponde a 100 m

en la realidad.

b) Amalia vive en A y Benito vive en B. Escoge un
itinerario para ir de una casa a la otra y calcula la
distancia que tienen que recorrer.

:Cudnto se tarda, aproximadamente, si se recorre

paseando a 3 km/h?

¢) Calcula la superficie real del parque.

2 Este mapa estd a escala 1:20 000 000.
a) Justifica que 1 cm en el mapa corresponde a 200 km en la realidad.
b) Halla la distancia de Lanzarote a San Sebastidn.

¢) Sittia tu localidad en el mapa y halla su distancia a Argel y a Marrakech.

Bur eo‘ B0
Santiago de Compo:
Q Pontev Santander
. an Sebastian
¢ ! A *Ourense eLeon BB:\bgs oVitoria Toulguse
By ~ Bu 4
N oo = ia\enma- O Lo 7oﬁ§amp‘°ﬁa‘ANDORRA ellal
#~Zamora . | v Huesc: f\
& Y Valladolid & " #Andorra la Vella-
PORTUGAL ,‘;‘Silanjar.mc:a Segovia  Zaragora |8 Gironae
B ~r Al o Siuadalajara a”agongrce\ona
| Madrid
: 3040 Toledoe
shoa  ¥Céceres °
v {Badajoz  Ciudad Real astellon de la Plana
Y% \ I . alencia ﬁ =3Menorca
& a ) A allorca
v oSevila  ejagn  Mugiagfji Tira
Mé\ag’a e(Granada
0

Vy N
{ N
¢ )
0 MARRUECOS ;
LaPalma Canarias 3

0 (ESPANA) elarrakech %

. : . r-—-/-—-\":

El Hierro vLa GC;m\;_ZTe”e”fe P lanzarcte Agadir £
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Semejanza de triangulos

En las pdginas anteriores hemos tratado con pares de figuras que sabiamos de
antemano que eran semejantes y, basindonos en esa semejanza, al estudiar una
de ellas obtenfamos consecuencias para la otra. Asi, estudiando un plano sabe-
mos cémo es la planta del edificio o de la ciudad.

Lo que ahora nos proponemos es mds dificil: cémo averiguar si dos figuras son
semejantes. Para ello, hemos de profundizar en la semejanza de tridngulos, pues
cualquier figura se puede descomponer en tridngulos. (Si la figura tiene lados
curvos, la descomposicion serd solo aproximada).

Bl Teorema de Tales

Silasrectas @, & y ¢ son paralelas y cortan a otras dos rectas 7 y s, entonces
los segmentos que determinan en ellas son proporcionales.
AB AB , , AB  BC _0OA
e Como consecuencia, se verifica: = =

BC BC AB BC' OA

También ocurre lo reciproco: si los segmentos AB y BC son proporcionales
a AB'y B'C' ylasrectas @ y & son paralelas, entonces la recta ¢ es paralela
a ellas.

El teorema de Tales sirve para estudiar la semejanza de tridngulos.

Bl Triangulos semejantes
B Dos tridngulos semejantes tienen:

* Sus lados proporcionales:

a b

c , .
= = — = — = raz6n de semejanza
a b ¢

* Sus dngulos, respectivamente iguales:

A=A B=B C-=C

Bl Triangulos en posicion de Tales

Los tridngulos ABC y AB'C’ tienen un dngulo comin, el 121\ . Es decir, el
tridngulo pequefio estd encajado en el grande.

Ademds, los lados opuestos a A son paralelos.

Decimos que esos dos tridngulos estdn en posicién de Tales.

Dos tridngulos en posicién de Tales son semejantes.
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Il Criterio de semejanza de triangulos

Para saber si dos tridngulos son semejantes, no es necesario comprobar en ellos
todas las condiciones dadas en la pagina anterior. Serd suficiente ver que se cum-
plen algunas de ellas.

Dos tridngulos son semejantes si tienen dos pares de dngulos respectivamente

iguales.
B

= Py
ABC essemejantea AB'C' si:

A=A"y B=F

SON SEMEJANTES

Il Aplicacion: calculo de la distancia a un punto
inaccesible

Desde la casa de Eva, A, se ve el depésito de agua, B, de un pueblo. Eva quiere
averiguar a qué distancia se encuentra. Para ello, hace lo siguiente:

* Busca un lugar, C, relativamente proximo a su casa, desde el cual se vea el
depésito de agua.

* Mide los dngulos A y ¢ y la distancia AC:
AC-45m A=62 (=105

¢ Construye en su cuaderno un tridngulo A'B'C’
semejante al ABC tomando:

A-A-62 C'=C=105

(Por tanto, ABC y ABT’ son semejantes).

Toma el lado A'C"= 45 mm, con lo que la
razén de semejanza es 1:1 000.

* Mide sobre su cuaderno, con la regla, la longi-

tud del lado A'B" A'B'=193 mm.

* Teniendo en cuenta la razén de semejanza, calcula AB, que es la distancia
buscada.

Por tanto, deduce que la distancia de su casa al depésito de agua es de 193 m.

Actividades

1 Desde los extremos A y B de la recta de los 100 m
de una pista de atletismo se ve la torre de una iglesia.

Medimos los dngulos A=31° y B=112°,

Dibuja en tu cuaderno un tridngulo semejante,

AB'C', con AB'=5cm.
Midiendo A'C’, calcula la distancia real, AC.




La semejanza en los triangulos rectangulos

Los tridngulos rectdngulos son particularmente importantes, tanto desde el pun-
to de vista tedrico como prictico. Por eso les vamos a dedicar una atencién espe-
cial. Empecemos recordando algunos resultados que ya conoces.

Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectdngulo cualquiera, el cuadrado de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados de los catetos.

c
a 2 =a*+ b

Aunque es una igualdad entre dreas, se suele utilizar para obtener la longitud
b de uno de los tres lados conociendo la de los otros dos:

c=Na* + b* a=\c*—b? b=Nc* -

Area
Como en todo tridngulo, el 4rea de un tridngulo rectdngulo es igual a la mitad

de la longitud de la base por la altura. Pero aqui podemos tomar los dos cate-
tos como base y altura. Por tanto:

Area:lc-h=la-b
2 2

Como consecuencia, podemos calcular h a partirde 2, 6 y c.

Il Criterio de semejanza de triangulos rectangulos

Dos tridngulos rectdngulos son semejantes si tienen igual uno de sus dngulos
agudos.

Pues con ese dngulo y el dngulo recto ya son dos los dngulos iguales y, por tanto,
también serd igual el tercero.

Este criterio de semejanza es muy ficil de aplicar. Basta reconocer que dos tridn-
gulos rectdngulos tienen un dngulo agudo igual para asegurar que sus lados son

proporcionales.
0o P90 35 - b ¢ Por ello, los tridngulos rectingulos son especialmente utiles para resolver proble-
Cal b mas de semejanza.
Actividades
1 a) Comprueba que 3,4 y 5 son “nimeros pitagéricos”; 2 Calcula tanto el drea como la altura sobre la hipote-
es decir, que pueden ser longitudes de los lados de nusa de los seis tridngulos rectdngulos descritos en el
un tridgngulo rectingulo (o sea, que 5% = 3 + 42). ejercicio anterior.

Haz lo mismo para:
3 Un tridngulo rectdngulo tiene un dngulo de 28°.
b)0.6:0.8y1 )5, 12y13 d)7, 24y 25 Otro tridngulo rectdngulo tiene un dngulo de 62°.
e) 8,15y 17 £)1; 1,875y 2,125 Explica por qué son semejantes.
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Veamos algunos ejemplos de aplicaciones del criterio de semejanza en tridngulos
recténgulos.

Problemas resueltos

1. Para medir la altura de un edi- 1.
ficio, Miguel se sitia de modo
que ve alineados la parte alta
de la verja y la del edificio. Se-
fala su posicién y toma las me-
didas que se ven en el dibujo.

a) Explicar por qué los tridn-
gulos ABC y ADE son se-

mejantes.
b) Calcular ED vy la altura del
edificio. a) Los tridngulos ABC y ADE son semejantes por ser rectingulos con un
dngulo agudo igual, A.
b)£=A:D _, _ED _2+7 _, @:9'1’4=6,3m
CB AB 3-16 2 2
La altura del edificio es 6,3 + 1,6 = 7,9 m.

2. Hallar el volumen de un tron- 2. Ampliamos el tronco hasta
co de cono de 9 cm de altura L completar un cono. Llamamos
sabiendo que los radios de sus SN x x al incremento de la altura.
bases miden 20 cm y 8 cm. 9 £ Tenemos en cuenta la seme-

- janza de los dos tridngulos: el

pequeno, de catetos 8y x; yel
grande, de catetos 20y x + 9:

_X*)  20x-8x472 = 12x=72 — x=6cm

x

8 20
El volumen del tronco de cono es la diferencia de voldmenes de dos conos:
v 1

TRONCO — g

n-202-(9+6)—%n- 82.6=%n(6000—384) - 5881,06 cm3

Actividades
4 Calcula la altura de un drbol que proyecta una som- 6 Si la altura de Rita es 1,65 m,
bra de 7,22 m en el momento en que un poste de scudl es la altura de la farola?

1,60 m da una sombra de 67 cm.

5 Halla los lados del tridn-
gulo ABC.

1,65 m
}

-~

2,5m 1,5m

7 Calcula el volumen de un tronco de cono cuya altura
es 9 cm y cuyas bases tienen radios de 20 cm y 35 cm.




Método de la proyeccion

Este método de construir una figura
semejante a otra podria denominarse
método de la proyeccién.

Matemdticamente, se dice que las fi-
guras ¥ y 7 son homotéticas con
razon de homotecia 3.

El punto O se llama centro de ho-
motecia.

Actividades

Construccion de una figura semejante a otra

Deseamos ampliar la figura ¥ al triple de su tamafio. Para ello, tomamos un
punto O cualquiera. Trazamos rectas que pasen por O y por los puntos claves
de la figura ¥, y obtenemos los puntos correspondientes a una distancia triple.

El punto A’ estd, del punto O, a triple distancia que A: OA'=3 - OA
Y también: OB'=3- 0B, OC'=3 - OC, etc.
Se obtiene asi la figura ¥, semejante ala 7, con razén de semejanza 3.

Es decir, los lados AB’, B'C’, ... son el triple de largos que sus correspondientes
AB, BC, ...,y lo mismo pasa con cualesquiera otros segmentos:

AC'=3.AC; EB'-3-EB

Ademds, los segmentos de 7’ son paralelos a sus correspondientes de ¥ .

B’

La ampliacién se realiza con especial como-
didad cuando tomamos como punto de pro-
¢ yeccién un vértice de la figura inicial.

1 Dibuja en tu cuaderno una figura parecida a estay =~ 2 Dibuja en tu cuaderno un pentdgono irregular. Re-
ampliala al doble de tamafo mediante el método de ddcelo a su tercera parte proyectando desde un pun-

la proyeccién.

to interior. Vuelve a hacerlo tomando como punto
de proyeccién uno de los vértices.
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Ejercicios

Practica

Figuras semejantes

1 vV V ;Cudles de estas figuras son semejantes? ;Cudl
es la razén de semejanza?

3

2 vV Un joyero quiere reproducir un broche como

el de la figura duplicando su tamano.

—
cm

1

a) Haz un dibujo de la figura ampliada.
b) Calcula su superficie.

3 YVV En un mapa de escala 1:1 500 000, la distan-

cia entre dos poblaciones es de 2 cm.
a) ;Cudl es la distancia real?

b) ;Qué distancia habrd en el plano entre dos ciuda-
des que distan 180 km?

4 VvV ;Cudnto medirdn los lados de un trapecio se-
mejante al de la figura, cuyo perimetro sea 163,2 cm?

12 cm

8 cm 10 cm

21 cm

5 vvV Halla el centro y la razén de homotecia que
transforma la figura ABCDE en AB'CD'E".

C

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Semejanza de triangulos

6 vYVV En el tridngulo ABC hemos trazado DE
paralelo a CB.

A

C B

18 cm

:Por qué son semejantes los tridngulos ABC 'y
ADE? Calcula AC y AB.

7 VUV Observa esta figura, en la que el segmento
AB es paraleloa CD.

a) Di por qué son semejantes los tridngulos OAB y

ODC.
b) Calcula x e .

8 YVV En un tridngulo rectdngulo, la relacién entre
los catetos es 3/4. Halla el perimetro de otro tridn-
gulo semejante cuyo cateto menor mide 54 cm.

Aplica lo aprendido

9 VvV Dos tridngulos ABC y PQR son semejan-
tes. Los lados del primero miden 24 m, 28 m y
34 m. Calcula la medida de los lados del segundo
tridngulo sabiendo que su perimetro es 129 m.

10 VvVV En una carretera de montana, nos encontra-

mos una sefal que nos advierte que la pendiente es
del 8%; es decir, por cada 100 m que recorremos,
el desnivel es de 8 m.

9

a) ;Cudl es el desnivel que se produce cuando re-
corremos 3 km?

b) Para que el desnivel sea de 500 m, ;cudntos kil6-
metros tendremos que recorrer?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Resuelve problemas

11 vvV ;Cudl es la profundidad de un pozo, si su an-
chura es 1,2 m y alejindote 0,8 m del borde, desde
una altura de 1,7 m, ves que la visual une el borde
del pozo con la linea del fondo?

12 vvV Una ldmpara situada a 25 cm de una ldmina
cuadrada de 20 cm de lado, proyecta una sombra
sobre una pantalla paralela que estd a 1,5 m de la
ldmpara.

Autoevaluacion

:Cudnto mide el lado
del cuadrado proyec-
tado?

:Manejas la semejanza de figuras para obtener medi-
das de una a partir de la otra?

1 Alberto tiene una fotografia en la que aparece con su
amigo Ivin. En esta foto, Alberto mide 8 cm e Ivin
7,5 cm. Si la altura real de Alberto es de 1,76 m, ;cudl

es la altura real de Ivdn?

:Conoces las condiciones que se deben comprobar
para asegurar que dos tridngulos son semejantes?

2 Comprueba si son semejantes dos tridngulos ABC y
AB'C’ que cumplen las condiciones siguientes:

a) AB=10, BC=18; CA=12

AB'=25; BC'=45; CA'=30
b) AB = 20; BC=30; CA =40
AB'=40; BC'=50; CA'=60
QA =58; B=97°
A'=58; C'=35°

oroblemas

13 vwvv Para hacer un embudo de boca ancha, hemos

cortado un cono de 5 cm

cm

La circunferencia obtenida
tiene 2 cm de radio.

Halla el volumen del em-

budo.

de radio a 3 cm del vértice.
H =

14 VvV La base de una escultura tiene forma de tron-
co de pirdmide cuadrangular re-
gular en el que los lados de las
bases miden 80 cm y 140 cm, y
su altura, 150 cm. Halla su volu-
men.

140 cm

15 vvV Silaaltura de Luis es 1,54 m, ;cudl es la altu-
ra del 4rbol m4ds alto?

- B

;Utilizas con soltura la semejanza para resolver pro-
blemas?

3 Alvaro debe situarse a 3 m de un charco para ver la
copa de un drbol reflejada en él. Si la distancia del
charco al 4rbol es de 10,5 m y la estatura de Alvaro es
de 1,72 m, ;cudl es la altura del drbol?

4 Un centro comercial P estd si- C
tuado entre dos vias paralelas 7 o
y s. Se quiere unir, mediante %G
carreteras, con las poblaciones el

A, B, Cy D. Con los datos de

la figura, calcula x e y.

675km D

x P
\,Q

5 Un florero tiene forma de tronco
de pirdmide de bases cuadradas
de 8 cm y 12 cm de lado, y altura
16 cm. Calcula su volumen.

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 4.° A ESO. Material fotocopiable autorizado.



© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 4.° A ESO. Material fotocopiable autorizado.

1 2 Geometria

analitica

Con la invencién de la Geometria Analitica se pone
de manifiesto, una vez mds, que las grandes creacio-
nes humanas son fruto de una época, de un momento
histérico cuyas circunstancias lo propician. Solo falta
el personaje genial que lo lleve a efecto. En este caso
fueron dos franceses, Descartes y Fermat, quienes la
desarrollaron independiente y casi simultineamente.

René Descartes (1596-1650), filésofo y matemdtico,
en su obra E/ discurso del Método incluy6 una parte
final llamada “Geometria” en la que se detalla cémo
se aplica el dlgebra a la resolucién de algunos proble-
mas geométricos con la ayuda de un sistema de co-
ordenadas. Coordenadas cartesianas se llamaron, pues
en aquella época los textos cientificos se escribfan en
latin y Descartes latinizé su nombre: Cartesius.

Pierre de Fermat (1601-1655), abogado, politico y
matemdtico por aficién, desarrollé un sistema simi-
lar al de Descartes: aplicé los métodos algebraicos al
tratamiento de figuras geométricas representadas en
unos ejes de coordenadas rectangulares. Esto lo des-
cribié en 1636, un ano antes que Descartes, pero no
fue publicado hasta después de su muerte, por lo que
su obra no ejercié tanta influencia como la de aquel.
Por eso es frecuente atribuir solo a Descartes la inven-
cién de la Geometria Analitica, olvidando la contri-
bucién de Fermat que, incluso, lleg un poco antes.

La utilizacién de los vectores en la geometria (los fi-
sicos ya los usaban hacfa tiempo) llegé en el siglo x1x
por medio de Gauss, Mébius y Bellavilis.




AL, 2) 123(6’ 6)

A(L, 4)

Iqualdad de vectores

. T
Dos vectores iguales AB = AB' situa-
dos en rectas distintas (y, por tanto,

paralelas) determinan un paralelo-
gramo ABBA.

Vectores en el plano

En un sistema de ejes cartesianos, cada punto se describe mediante sus coorde-

nadas: A(1, 4), B(6, 6).

La flecha que vade A a B se llama vector y se representa por AB. Es el vector
de origen A y extremo B.

—
Al vector AB podriamos describirlo asi: desde 4 avanzamos 5 unidades en el
sentido de las X y subimos dos unidades en el sentido de las Y.

Eso se dice mds brevemente asi: las coordenadas de A_B) son (5, 2).
O, mejor, asi ....ccoeuueee A_B> = (5, 2).
O, simplemente, asi .... A_B>(5, 2).

Las coordenadas de un vector se obtienen restando las coordenadas de su origen
a las de su extremo:

B(6,6), A(1,4) AB=(6,6)—(1,4) =(5,2)
Moédulo de un vector, A_B), es la distancia de A a B. Se designa as: |A_B)| Si
— —
las coordenadas de AB son (x, y), entonces |AB| = Vx2 92

Direccién de un vector es la de la recta en la que se encuentra y la de todas sus
paralelas.

Q

Cada direccién admite dos sentidos opuestos.

. ﬁ ﬁ .
Por ejemplo, PQ y PR son vectores de sentidos
opuestos. R

Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo médulo, la misma direc-
cién y el mismo sentido. En tal caso, tienen las mismas coordenadas.

Ejercicio resuelto
Ag), 3), B(4, 8), A'(2,-3), B'(5,2). Comprobar que los vectores A_B) y

B
A'B’ son iguales.
A Representdndolos, observamos que tienen el mismo médulo, la misma direc-
1] cién y el mismo sentido. Pero también podemos comprobarlo mediante sus
/ B coordenadas:
T — —
/ Coordenadas de AB: (4,8)—-(1,3)=(3,5) AB(3,5) | —= —,
4 IR — AB=AB
A Coordenadas de AB": (5,2)-(2,-3)=(3,5) AB'(3,5)
Actividades
— —
1 Representa los vectores AB y CD, siendo A(1, 1), 2 Tenemos tres puntos de coordenadas:
B(-2,7), C(6,0), D(3;>6) y_o)bserva que son igua- A3, -1), B4, 6), C(0,0)
les. Comprueba que AB = CD hallando sus coor- Halla las coordenadas del punto D para que los vec-

denadas. Calcula su médulo.

— —
tores AB y CD sean iguales.
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Notacion

Los vectores se designan también
mediante una letra mindscula con
una flechita encima. Para ello, se sue-
len utilizar las letras u, v, w, y, si

. , - o o
se necesitan mds, X, y, Z

Entrénate

Dados u(1, 3) y v(2, -1), calcular:
Au+v b)u-v

o 2u d) 3v

e) 2u + 3v f) 24 -3v

Actividades

Operaciones con vectores

Bl Producto de un vector por un nimero

El producto de un nimero £ por un vector v es otro vector £V que tiene:
* Médulo: |£v]| = k| |v| (producto del médulo de v por el valor absoluto de ).
* Direccién: la misma que v.

. . - .. .
* Sentido: el mismo que el de v o su opuesto, seglin 4 sea positivo o negativo,
respectivamente.

057~
/ b 2
/ e 0v=0

El producto 0V es igual al vector cero, 0. Es un vector cuyo origen y extremo

coinciden y, por tanto, su médulo es cero. Carece de direccién. El vector —1v se
. - —

designa por —v vy se llama opuesto de v.

Las coordenadas del vector kv se obtienen multiplicando por 4 las coorde-
nadas de v. Las coordenadas de 0 son (0, 0). Las coordenadas de —v son las
opuestas de las coordenadas de v.

Bl Suma y resta de vectores

(=1
{

- - .
* Para sumar dos vectores, u y v, se procede del si- 3 v
. . - . . -
guiente modo: se sita v a continuacién de u, de

manera que el origen de v coincida con el extremo \

el
+
<!

- b i .

de u. Lasuma u + v es el vector cuyo origen es el
- -

de u yextremoelde v.

- - .
Las coordenadas del vector u + v se obtienen sumando las coordenadas de
- - .
u con lasde v. Por ejemplo:

u(7,-3), v(4,5) > u+v=(7+4 -3+5 =(11,2)

- - -
Para restar dos vectores, u y v, selesumaa u 3
N T -
el opuestode v: u—v =u+ (-v) i
d 4 . = =
Las coordenadas del vector u — v se obtienen u-v
, - -
\
v

el

restindole a las coordenadas de u las de v. Por

ejemplo:

—

u(7,-3), v(4,5 > u-v=(7—4,-3-5)=(3,-8)

1 a) Representa los vectores U = A_B>’ V= B_é siendo d) R_e)presinta y halla las coordenadas del vector
A(l, 3), B(4,5), C(6,-2). Halla sus coordena- 3u—4v.

das. 2 Representa y halla las coordenadas de los vectores

b) Representa u+v y halla sus coordenadas. w=24u+v, [_)) u-v, El) - u+ 7V vsiendo u(3,-1)
c) Representa 3u, —2u y Ov y halla sus coordenadas. y v(=4,2).




Punto simétrico

Si M es el punto medio de AB, se
dice que B es el simétrico de A res-
pecto de M.

Entrénate

Calcula el punto medio, A4, del seg-
mento PQ, siendo P(3,-5)y Q(1,-1).

W

X =X

X1 X

Entrénate

Calcula la distancia entre los puntos

P(3,-5)y Q(1, -1).

Actividades

1 Halla las coordenadas del punto medio de los si-

guientes segmentos:
a) A(-2,5), B(4,1)
b) P(7,-3), Q(-5,1)
o R(1,4), 87,2)
d)A(-3,5), B4, 0)

Punto medio de un segmento. Distancia entre dos puntos

Il Punto medio de un segmento

Si A(xy, y1) y Blxy, y,), entonces las coordena-
das del punto medio, M, del segmento AB son:

M= X1+X )1t
2 2

B(xza }’2)
A(xp }/1) M

Ol

Las coordenadas del punto medio de un segmento son la semisuma de las
coordenadas de sus extremos.

Por ejemplo, el punto medio del segmento de

extremos A(=2, 1), B(4, 3) es: A=2,1) B4, 3)
2+4 143 Mo
M:(‘ ML ):(1,2) |
2 2

Il Distancia entre dos puntos

Si dos puntos tienen la misma abscisa o la misma ordenada, hallar su distancia es
muy ficil. Por ejemplo, en el grifico:

dist(A, B) = 6; dist(C, D) =5 (basta con contar cuadritos)
O bien, mediante sus coordenadas:
dist[(3,-1), (3, 11)] = 11 = (-1) = 12
dist[(4,7),(1,7)]=4-1=3

Para dos puntos cualesquiera,_)A (x1, 1), B(xy, y5), su distancia se obtiene ha-
llando el médulo del vector AB.

dist(A, B) = |AT?| = \/(xz —xp)% (92 —)’1)2

Esta férmula también es vilida si los puntos tienen la misma abscisa o la misma
ordenada. Por ejemplo, la distancia entre los puntos A(-2, 2) y B(1, 6) es:

dist(A, B) = 1AB =\V(1 + 22+ (6-2)2 =25 = 5

2 Halla la distancia entre A y B.
a) A(-7,4), B(6,4)
C) A(_S; l 1)) B(0> _1)

b)A(3, 4), B(3,9)
d) A(4,-6), B(7,4)
3 Si los vértices de un tridngulo isésceles son los pun-
tos A(—4, 3), B(4, -3) y C(6, 8), calcula:
a) La altura sobre el lado AB.  b) El 4rea.
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AB57)

N
AB(5, -10)

EERRAN
(1,-2) \B(s,-a)

Recuerda

La pendiente de una recta dada por
su ecuacion es el coeficiente de la x
cuando la y estd despejada.

Ejercicios resueltos

1. Hallar la ecuacién de la rec-
ta que pasa por A(-2, 3) y
B(6, 7).

2. Hallar la ecuacién de la recta
que pasa por (5, —3) y tiene
por vector direccién d(3, 2).

3. Hallar la ecuacién de la recta
paralelaa 7:2x+5y—-4=0
que pasa por:

Ecuaciones de rectas. Paralelismo y perpendicularidad

Una recta queda determinada por dos puntos. A partir de ellos, como ya sabe-
mos, se obtiene la pendiente, m = u, y, con ellos, la
Blxy, y,) . X=X
ecuacién de la recta: y = y; + m(x — x;)
%
ey 31) El vector AB que une los dos puntos se llama vector di-

reccion de la recta.

Por ejemplo, la recta » que pasa por A(3,7) y B(8,-3) tiene como vector di-

reccién a AB(5, —10) o cualquier otro vector paralelo a él, como el (1, -2). La
S3-7_-10_,
8-3 5

Su ecuacién es: y =7 —2(x— 3); es decir, y=-2x+ 13

pendiente de esta recta es: 7 =

Vector direccién de una recta es cualquier vector paralelo a ella. Si A y B

—
son puntos de la recta, AB es un vector direccién de ella.

5
Si d(4, 6) es un vector direccién de 7, su pendiente es: 7 =

1. Un vector direccién es A_B>(8, 4). Otro vector direccién: 3(2, 1)
Pendiente: m = % Ecuacién: y=3 + %(x +2) > y= %x +4

2.Su pendiente es: m = %
Su ecuacién es: y=-3 + %(x -5)

3. Puesto que la rectas que nos piden son paralelas a 7 (tienen su misma pen-

diente), empezamos hallando la pendiente de 7. Para ello, despejamos la y
y nos fijamos en el coeficiente de la x:

a) (0,0) b) (4, -3) 2x+5y—4=0 = y= —%x + % Pendiente: m = —%
a) Pasa por (0, 0) y su pendiente es —% - y= —%x.
b) Pasa por (4, —3) y su pendiente es —% - y=-3- %(x —4),
Actividades
1 Halla la ecuacién de la recta que pasa por: 3 Halla la recta paralelaa 5x— 6y + 14 = 0 que pasa
por (0, -3).

a) A(1, 3), B(5,5) b) A(1,6), B(8,-2)

2 Halla la ecuacién de la recta que pasa por (7, -5) y =~ 4 Halla la recta paralelaa 5y — 10 = 0 que pasa por

tiene por vector direccién (7, —4).

(2, 4).




Il Vector perpendicular a otro

Los vectores 71(5, 2) y 32(—2, 5) son perpendiculares. Se justifica observando,
en la gréfica del margen, que los dos tridngulos sombreados son iguales y, por
tanto, o+ 3 =90°. En general:

Los vectores de coordenadas (4, ) y (—b, a) son perpendiculares.

Il Recta perpendicular a otra
Un vector direccién de una recta 7 es 31 = (a, b).

IR
Si 7, es perpendicular a 7, un vector direccién de 7, es d, = (=4, a).

. . a
Las pendientes de 7, y 7, son, respectivamente, 72, = PR AR

b
. b -—a
El producto de sus pendientes es —1: mz; - my = — - i -1
a
Las pendientes, 72, y m,, de dos rectas perpendiculares se relacionan asi:
. 1
my - my =1 o,lo que es lo mismo, m,=——
my

Ejercicios resueltos

1. Hallar la ecuacién de la recta » que pasa por A(4,7) y es perpendicu-
lar al vector v(3, =5).

Bt ¢ = g
El vector d(5, 3) es perpendicular a v vy, por tanto, es un vector direc-

cién de 7. La pendiente de 7 es m = % Su ecuacién es:

y=7+%(x—4) —>y=%x+?

2. Obtener varios vectores perpendiculares a v(2, 3).

(-3, 2) es perpendicular a v. También lo son (3, —2), (=6, 4), (6, —4)...

3. Dar la ecuacién de la recta 7, perpendiculara s: 5x—3y+ 15 =0, que
pasa por (-7, 2).

Pendiente de s5: y = %x+ 5 > m =%

Pendiente de 7: m, = L
m1 5
Ecuacién de 7: y= 2—g(x+ 7) = y= P 1
5 5 5
Actividades
5 Da tres vectores perpendiculares a (-6, 1). 7 Larecta r pasa por (3, 0), y la recta 5, por (-5, 3).

Amb icul 4x+2y—7=0.
6 Halla la ecuacién de la recta que pasa por P(2,-5) y mbas son perpendiculares a 4x+ 2y —7

. - .
es perpendicular al vector v(5, 7). Halla sus ecuaciones.
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Ejercicios

Practica
Vectores y puntos

1 vvV Dados los puntos A(-2, 0), B(0, 4),
c(5, 2) y D(3, —4) halla las coordenadas de los

vectores AB BC CD DA AC y BD.

2 vVV a) Di cuiles son las coor-
denadas de los vectores U y v.

g - - - - . ,
b) Dibuja los vectores u + v y u—v ydicudles
son sus coordenadas.

Rectas
3 YVV Escribe la ecuacién de las siguientes rectas:

a) Pasa por (—4, 2) y su pendiente es %
b) Pasa por (5, —1) y su pendiente es 0.

4 vV Da, en cada caso, un vector direccidn, la pen-
diente y la ecuacién de la recta que pasa por A y B:
a) A(_la 0)) B(O, 3)
b) A(-2, 3), B(4,-1)

5 vV V Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que
pasa por P(—4, 3) y tiene por vector direccién d:

) d(2,-1) b)d(-1, -3) 0 d(2, 0)

6 vV Halla la ecuacién de las siguientes rectas:
a) Paralelaa y=-2x+ 3 y pasa por (4, 5).
b) Paralelaa 2x—4y+ 3 =0 y pasa por (4, 0).
7 VYUV Escribe, en cada caso, la ecuacién de la recta que
pasa por P(3,-2) y es perpendicular al vector v:
a) v(2,1) b) v(-5, 4) ) v(-1,0)

8 YVV Escribe la ecuacién de la recta perpendicular a
7 y que pasa por el punto P en los siguientes casos:

a)r:iy=-2x+3; P(-3,2)
b)r: x = 3; P(0, 4)

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Distancias

9 vVV Calcula la distancia entre Py Q:
a) P(3,5), Q(3,-7) b) P(-8,3), Q(-6,1)
o) P(0,-3), Q(-5,1) d) P(-3,0), Q(15,0)
10 vvV Comprueba que el tridngulo de vértices

A(-1,0), B(@3,2), C(7,4) es isosceles. ;Cudles

son los lados iguales?
11 vVV Dibuja el cuadrildtero de vértices A(—4, 0),
B(2,9/2), C(4,-1), D(~4,—0) y halla su perimetro.
Aplica lo aprendido

12 vV Escribe la ecuacién de las rectas p, ¢, 7, sy ¢

\ Y q r
BN

ZERN

13 YUV a) Representa los vectores U = 2X + y + z
y v=-x+4y—2z siendo x(2,2), y(3,0) y
z(1,-2).

b) Halla las coordenadas de u y v. ;Son iguales?

14 vVV a) Determina
las coordenadas de
los puntos M, Ny
P que son los pun- M,

N
tos medios de los la-
A4, _2)QZQ

dos del tridngulo >

B(-1, 3)

ABC. C3,-3)
—  —
b) Halla las coordenadas de los vectores MN, MP y
— = | =
PN ycomprueba que MN = —AC, M. EBC
y PN —AB

15 vwv Escrlbe la ecuacién de una recta perpendicu-
lara 7 y que pase por (4, —3) en estos casos:

a)r: 2x+7=0 b)r: -y+4=0




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

16 YVV ; Son r y s paralelas o perpendiculares?
r:3x—-5y+15=0

s: pasa por (=2, -3) y (8, 3)

17 vvV Halla la ecuacién de la recta perpendicular a
AB en su punto medio, siendo A(-5, 3) y B(2,7).

18 vV Comprueba que el cuadrilitero de vértices
A, 5), B(5,1), C(-4,-3)y D(-8,1) esun
paralelogramo. Para ello, prueba que los puntos
medios de sus diagonales coinciden.

19 vvV Comprueba que el tridngulo de vértices A(4, 4),
B(-2,3) y C(3,-2) esisdsceles y calcula su drea.
v Una altura corta al lado desigual en su punto medio.
20 vVV Larecta r esparalelaa 5x—4y+3=0, yla

recta s es perpendicular a ellas. Ambas pasan por
el punto (1, 3). Escribe las ecuaciones de 7 y s.

Resuelve problemas

21 vvV Dibuja un paralelogramo que tenga dos de
sus lados sobre las rectas y=3x e y=0 y un vérti-

ce en el punto P(6, 3).
a) Halla las ecuaciones de los otros dos lados.

b) Di cudles son las coordenadas de los otros vértices.

22 vvv Halla las coordenadas del punto D, de mo-
do que ABCD sea un paralelogramo, siendo

Autoevaluacion

:Dominas la operativa con vectores?

1 Dados los vectores u(2, —3) y v(~1, 4), calcula:

AU+ v b)u-v
) 3u d) 2v
e) 3u + 2v f)3u—2v

:Sabes hallar el punto medio y la distancia entre dos
puntos, a partir de sus coordenadas?

2 Calcula el punto medio, M, del segmento PQ, sien-
dO P(_S’ 1)3 Q(S’ _7)

3 Calcula la distancia entre los puntos (-3, —6), Q(5, 9).

oroblemas

23 VvV Ejercicio resuelto

En el tridangulo de vértices A(-3,1), B(1,5) y
C(4, 0), hallar la ecuacién de la mediatriz ¢
del lado AB.

La mediatriz # es perpen-
r B i

dicular a AB en su punto

medio.

A

| C

Punto medio de AB: (_3; 1, L ; 5): (-1,3)

1+3:
Pendiente de z: m'=—1
t:y=3-1(x+1) = x+y-2=0

N
—

Pendiente de AB: m = 1

24 vvV En el tridngulo de vértices A(-1, 1), B(3, 4),
y C(3,0), halla:

a) La ecuacién de la mediatriz de BC.

b) La ecuacién de la mediatriz de AC.

25 VvV Dado el tridngulo de vértices A(-5, 4),

B4, 1), C(-1,-2), halla:
a) El punto medio del lado AC.

b) La ecuacién de la mediana del vértice B.

:Obtienes con soltura la ecuacién de una recta dada
de diferentes formas? ;Reconoces, sin representar-
las, si dos rectas son paralelas o perpendiculares?

4 Dados los puntos A(2, 1) y B(5, 3), obtén:
a) El vector direccién de la recta que pasa por Ay B.

b) La ecuacién de dicha recta.

5 Obtén la ecuacién de la recta paralelaa y = 2x—3
por el punto (0, 2).

6 Determina la ecuacién de la recta perpendicular a

y=14+ %(x—2) por el punto (2, 1).
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13 Estadistica

En el desarrollo histérico de la Estadistica se pueden
distinguir tres grandes etapas.

Censos. Desde la Antigiiedad y hasta el siglo xvr.
Solo se realizan recogidas de datos y, a lo sumo, una
exposicion ordenada y clara de estos.

Andlisis de datos. Abarca los siglos xvi1, XvII y xix.
Se supera lo meramente descriptivo y los datos pasan
a ser analizados cientificamente con el fin de extraer
conclusiones.

Se suele considerar que esta etapa comienza con los
trabajos de John Graunt (s. xvi), quien utiliz6 ar-
chivos parroquiales para realizar un profundo estu-
dio de los nacimientos y las defunciones en Londres
durante 30 afos: anoté el sexo de cada nacido, las
enfermedades de los fallecidos y otras muchas varia-
bles. Con ello pudo extraer conclusiones vdlidas para
el futuro e inaugurd, asi, la Estadistica Demogrifica.

Algo mids tarde, el profesor Neumann (s. xviI) co-
menzé a utilizar métodos con los que elaboré esta-
disticas muy minuciosas y asi, por ejemplo, consigui6
demostrar la falsedad de la creencia popular de que en
los afos terminados en 7 morfan mds personas. Sus
métodos sirvieron de base para elaborar las tablas de
mortalidad utilizadas por las compafifas de seguros.

También es destacable el trabajo de Quételet (s. x1x),
el primero en aplicar la estadistica a las Ciencias So-

ciales, para lo que se vali6 de la probabilidad.

Estadistica inferencial. Se inicia a finales del x1x. La
esencia de esta rama de la Estadistica es que a partir
de una muestra se extraen conclusiones vélidas para
toda una poblacién. Para ello, se echa mano de la
alta matemdtica. Son figuras destacadas en este cam-

po Ronald Fisher y Karl Pearson.




Recuerda

Poblacién. Es el conjunto de todos
los elementos cuyo conocimiento
nos interesa y que serdn objeto de
nuestro estudio.

Muestra es un subconjunto extraido
de la poblacidn, cuyo estudio sirve
para inferir caracteristicas de toda la
poblacidn.

Individuo es cada uno de los ele-
mentos que forman la poblacién o
la muestra.

Caracteres son los aspectos que de-
seamos estudiar en los individuos de
una poblacién. Cada caricter puede
tomar distintos valores o modalida-

des.

Una variable estadistica recorre to-
dos los valores de un cierto caracter.

Las variables estadisticas pueden ser:

Cuantitativas si toman valores nu-
méricos.

e discretas: solo toman valores aisla-

dos.

* continuas: pueden tomar cual-
quier valor de un intervalo.

Cualitativas si toman valores no nu-
méricos.

Se estudia el corportamiento de una
variable en una MUESTRA.

1

Se INFIERE el comportamiento de esa
variable en la POBLACION.

Dos ramas de la estadistica

La estadistica tiene por objeto el desarrollo de técnicas para el conocimiento
numérico de un conjunto de datos empiricos (recogidos mediante experimentos
o encuestas). Segtin el colectivo a partir del cual se obtenga la informacién y el
objetivo que se persiga a la hora de analizar esos datos, la estadistica se llama
descriptiva o inferencial.

Il Estadistica descriptiva

La estadistica descriptiva trata de describir y analizar algunos caracteres de los
individuos de un grupo dado (poblacién) sin extraer conclusiones para un grupo
mayor.

Para este estudio, se dan los siguientes pasos:
1. Seleccién de los caracteres que interesa estudiar.

2. Andlisis de cada cardcter: disefio y realizacién de una encuesta o de un experi-
mento y recogida de datos.

3. Clasificacién y organizacion de los resultados en tablas de frecuencias.

4. Elaboracién de grificos, si conviene para divulgarlos a un pablico amplio (no
expertos).

5. Obtencién de pardmetros: valores numéricos que resumen la informacién
obtenida.

V¥ EJEMPLO

Supongamos que por orden del rector, un funcionario de una universidad
organiza, tabula, representa grificamente y obtiene pardmetros de algunos ca-
racteres de todos los alumnos (por ejemplo: edades, resultados académicos)
para compararlos con estudios similares hechos en afios anteriores. Este estu-
dio es estadistica descriptiva, pues se realiza sobre la totalidad de la pobla-
cién.

I Estadistica inferencial

La estadistica inferencial trabaja con muestras y pretende, a partir de ellas, “in-
ferir” caracteristicas de toda la poblacién. Es decir, se pretende tomar como ge-
nerales propiedades que solo se han verificado para casos particulares. En ese
proceso hay que operar con mucha cautela: ;Cémo se elige la muestra? ;Qué
grado de confianza se puede tener en el resultado obtenido?

V¥ EJEMPLO

Una editorial realiza una encuesta a 387 alumnos de una universidad sobre
sus preferencias en la lectura, con el fin de extraer consecuencias vélidas para
todos los universitarios. Esto es estadistica inferencial, pues, a partir de una
muestra, se desea obtener informacién sobre algin aspecto de la poblacién.
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No lo olvides

Cuando se elabora una tabla con
datos agrupados, se pierde algo de
informacién (pues en ella se ignora
cada valor concreto, que se difumina
dentro de un intervalo). A cambio, se
gana en claridad y eficacia.

Ejercicio resuelto

Elaborar una tabla de frecuen-
cias con las estaturas de 40 ado-
lescentes:

168 160 167 175 175
167 168 158 149 160
178 166 158 163 171
162 165 163 156 174
160 165 154 163 165
161 162 166 163 159

Tablas de frecuencias

Tras la recogida de datos, la elaboracién de una tabla de frecuencias es el siguien-
te paso. Cuando la variable toma pocos valores, la elaboracién de la tabla es su-
mamente sencilla. No hay mds que hacer el recuento de los resultados.

Il Tabla con datos agrupados

Cuando en una distribucién estadistica el nimero de valores que toma la varia-
ble es muy grande, conviene elaborar una tabla de frecuencias agrupdndolos en
intervalos. Para ello:

1. Se localizan los valores extremos, 4 y 4, y se halla su diferencia, »=6—a (re-
corrido).

2. Se decide el nimero de intervalos que se quiere formar, teniendo en cuenta la
cantidad de datos que se poseen. El nimero de intervalos no debe ser inferior
a 6 ni superior a 15.

3. Se toma un intervalo, 7', de longitud algo mayor que el recorrido 7 y que sea
multiplo del nimero de intervalos, con objeto de que estos tengan una longi-
tud entera.

4. Se forman los intervalos, de modo que el extremo inferior del primero sea
algo menor que a y el extremo superior del tltimo sea algo mayor que 4. Es
deseable que los extremos de los intervalos no coincidan con ninguno de los
datos. Para ello, conviene que los extremos de los intervalos tengan una cifra
decimal mds que los datos.

El punto medio de cada intervalo se llama marca de clase. Es el valor que repre-
senta a todo el intervalo para el cdlculo de algunos pardmetros.

1. Valores extremos: « = 149, b =178. Recorrido: r=178 — 149 = 29.

2. Tomaremos solo 6 intervalos. Un multiplo de 6 mayor que 29 y préximo a
él es 30. Longitud de cada intervalo: 5.

3. Formamos los intervalos comenzando por un niimero algo menor que = 149
y terminando en un niimero algo mayor que &= 178.

4. Repartimos los datos en los intervalos:

INTERVALOS | 148,5-153,5 | 153,5-158,5 | 158,5-163,5 | 163,5-168,5 | 168,5-173,5 | 173,5-178,5

170 165 150 167 164 M. DE CLASE 151 156 161 166 171 176
165 173 164 169 170 FRECUENCIAS 2 4 11 14 5 4
Actividades
1 Reparte los cuarenta datos del ejercicio resuelto ante- 2 Reparte los cuarenta datos del ejercicio resuelto ante-
rior en 10 intervalos con el mismo recorrido total. rior en 8 intervalos. Para ello, toma 7»'= 32.




X; f;
X1 f1
X2 5
X, Jo

PUNTUACIONES EN UN TEST

s

f;

fix;

N o= O

12
31
86
92
48
19

0
31
172
276
192
95

288

766

X

fixi

N RN = O

12
31
86
92
48
19

172
276
192

95

31
344
828
768
475

288

766

2446

Parametros estadisticos: x y o

La tabla de frecuencias de la izquierda puede corresponder a:
* Una distribucién de datos aislados que toma los valores x;, x5, ... x,,.

* Una distribucién de datos agrupados en intervalos, de los cuales x;, x,, ... x,
son las marcas de clase.

En el primer caso, la tabla refleja exactamente la distribucién real. En el segundo,
la tabla es una buena aproximacién a la realidad.

Recordemos cémo se obtienen los pardmetros a partir de una tabla:

Xf; X; Xf;x; — suma de todos los datos
=f; Xf;= N — n.° total de individuos

Por ejemplo, en la distribucién que tenemos en el margen:

Media: x =

Xf; = 288. Hay 288 individuos (que han realizado el test).
Xf;x;=766. Esla suma de las puntuaciones de todos los individuos.

La media es x = 766/288 = 2,66.

Ax: — X)2 y2
Varianza: Var = w o bien Var = Zf’% —x2

Las dos expresiones coinciden.

— En la primera de ellas, se ve claro el significado de la varianza: promedio de
los cuadrados de las desviaciones a la media.

— La segunda es mds comoda para los cdlculos, como se puede apreciar en el
ejemplo (tabla del margen):

_ 2446

~2,66% = 1,42
288

Var

Desviacion tipica: ¢ = \varianza

La desviacién tipica es un pardmetro mds razonable que la varianza, pues se
expresa en la misma magnitud que los datos y que la media (por ejemplo, si
los datos vienen en centimetros, la desviacién tipica viene en centimetros; sin
embargo, la varianza se daria en centimetros cuadrados).

En el ¢jemplo: ¢ =V1,42 = 1,19

Coeficiente de variacion: C.V.= <

X
El coeficiente de variacién sirve para comparar las dispersiones de poblacién
heterogéneas, pues indica la variacién relativa.

1,19

_ 1 0,
266" 0,447. O bien 44,7%.

En el ¢jemplo: C.V. =
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Ejercicio resuelto

Calcular x, ¢ y C.V. en la si-

guiente distribucién:

DISTRIBUCION DE PESOS (EN kg)

Xj

48
59
70
81
92
103

f.

1

4
19
86
72
41

7

229

fix;

192
1121
6020
5832
3772

721

17658

2
fix;

9216
66139
421400
472392
347024
74263

1390434

N=%f =229

Empezamos sustituyendo los intervalos por sus marcas de clase:

Sfx; = 17658

Sfx? = 1390434

INTERVALOS FRECUENCIAS
42,5-53,5 4
53,5-64,5 19
64,5-75,5 86
75,5-86,5 72
86,5-97,5 41
97,5-108,5 7
Actividades

1 Halla, manualmente y con calculadora, x, 6 y C.V.
en la tabla obtenida en el ejercicio resuelto de la pdgi-

na 125:

X; | 151|156 |161|166|171|176

fi 241

Los ntimeros de la 3.2 columna, f;x;, se obtienen multiplicando los nimeros
de las columnas anteriores (x; - f; = fix;). Por ejemplo, 59 - 19 = 1121.

Anidlogamente, los de la 4.* columna se obtienen multiplicando los de la 1.2 por

losdela 3.2 (x;- fix; = fx?). Por ejemplo, 59 - 1121 = 66 139.

iV
Con las sumas de las columnas de la tabla, obtenemos los pardmetros:

_ Xfx
MEDIA: X = g’g’ = 1;538 =77,1kg
2
DESVIACION TIPICA: O = 2fi%; —x2 = %— 771%2 = 11,2 kg
COEF. DE VARIACION: C.V. = < - 12 _ 0,145 = 14,5%
x 77,1

CON CALCULADORA
1. Preparamos la calculadora para que trabaje en el MODO SD.
2. Borramos los datos que pudiera haber acumulados de otras ocasiones:

48 () 4
59 9 19 e

3. Introducimos los datos:

103 %) 7 fand
4. Resultados obtenidos:

N.° DE INDIVIDUOS Xf; — | D)
SUMA DE VALORES Xf;X; - 1 1858)
SUMA DE CUADRADOS Xf:x? - ( 1330434
MEDIA X (&) > ( 13.18811G03 1]
DESV. TiPICA O ) — ( 11.222330132)

2 Halla, manualmente y con calculadora, x, 6 y C.V.
en la distribucién de los ejercicios 1y 2 de la pagina
125.

Compara los resultados entre si y con los del ejercicio

5 | 4 1 de esta pdgina.



Medidas de posicidon

Mediana

Si los individuos de una poblacién estdn colocados en orden creciente se-
guan la variable que estudiamos, el que ocupa el valor central se llama indi-
viduo mediano, y su valor, la mediana. La mediana, Me, estd situada de
modo que antes de ella estd el 50% de la poblacidn, y detrds, el otro 50%.

Por ejemplo: 6,7,7,7,8,9, 10,12, 15 — mediana: Me =8
Si el nimero de individuos es par, la mediana es el valor medio de los dos cen-

trales. Por ejemplo: 6,7,7,7, 8,9, 10, 12, 15, 16 = Me = 8,5

Cuartiles

Si en lugar de partir la totalidad de los individuos en dos mitades, lo hace-
mos en cuatro partes iguales (todas ellas con el mismo nimero de indivi-
duos), los dos nuevos puntos de separacién se llaman cuartiles.

Cuartil inferior, Q;, es un valor de la variable que deja por debajo de él al
25% de la poblacién, y por encima, al 75%.

El cuartil superior, Q;, deja debajo al 75% y encima al 25%.

Se designan por Q; y Q3, porque la mediana serfa el Q,.

Por ejemplo, en la distribucién

Ten en cuenta 1,2,2 , 3,45 , 556 , 809,10
En general, las cosas no son tan féci- 5% T 25% T 2500 T 25%
les como en este ejemplo. Obsérvalo Q Me Qs

en el gjercicio resuelto.
estos pardmetros toman los valores siguientes: Q =2,5; Me=5; Q3=7

Mediana y cuartiles se llaman medidas de posicién.

Ejercicio resuelto
Calcular Me, Q;y Qz enla Hay 17 individuos. 17/2 = 8,5 — La Mees el valor del individuo 9.°, Me = 5.
distribucién: 17/4 = 4,25 — (5.°lugar) Q, =4

112344555 17 - (3/4) = 12,75 — (13." lugar) Q3=7
567778910

Actividades

1 Calcula Me, Q, y Qj enlasiguiente distribucién, cuyos datos estin dados ordenadamente:
00111 22222 23333 33444 44455 55555
56666 66777 77888 88999 9991010
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Este diagrama se llama también de caja

y bigotes.

Diagramas de caja

Observa la siguiente forma de representar distribuciones estadisticas.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ESCALA

DIAGRAMA DE CAJA

25% 25% 25% 25%

Q Me Q4

La grafica corresponde a la distribucién de notas en un cierto examen. En la par-
te alta se ha puesto la escala sobre la que se mueve la variable. Debajo se pone el
diagrama propiamente dicho, que consiste en lo siguiente:

— La poblacién total se parte en cuatro trozos, cada uno de ellos con el 25% de
los individuos, previamente ordenados de menor a mayor.

— EI 50% de los valores centrales se destacan mediante un rectidngulo (caja).

— Los valores extremos (el 25% de los menores y el 25% de los mayores) se
representan mediante sendos segmentos (bigotes).

Los puntos que separan los cuatro trozos son, obviamente, los cuartiles y la me-

diana (Q;, Me, Q3).
Los diagramas de caja (o caja y bigotes) se construyen del siguiente modo:

* La caja abarca el intervalo Q;, Q3 (llamado recorrido intercuartilico) y en ella
se senala expresamente el valor de la mediana, Me.

Q1 Me Q3

* Los bigotes se trazan hasta abarcar la totalidad de los individuos, con la condi-
cién de que cada lado no se alargue més de una vez y media la longitud de la
caja.

—_—m— D —

Ql Me Q3

* Siuno (o més) de los individuos quedara por debajo o por arriba de esa longitud,
el correspondiente lado del bigote se dibujaria con esa limitacién y se anadiria,
mediante asterisco, el individuo en el lugar que le corresponda. Por ejemplo:

Q1 Me Q3

La longitud de este lado del bigote
es 1,5 veces la de la caja. En este
lado no estd incluido el individuo
extremo que se representa median-
te un asterisco.




Problemas resueltos

1.Representar, mediante un
diagrama de caja, la siguiente

distribucién.

00011 11111
22222 22222
33333 33334
44444 44555

2.Las estaturas de los 40 alum-
nos y alumnas de una clase

son, dadas ordenadamente:

149
158
161
163
166
168
170
173

Representar la distribucién
mediante un diagrama de caja.

150
159
162
163
166
168
170
174

154
160
162
164
167
168
170
175

Actividades

156
160
163
165
167
169
171
175

157
160
163
166
167
169
172
189

1.

22

Tenemos 40 individuos.

40 : 2 = 20 — La mediana serd el valor intermedio entre los individuos 20.°
y 21.°. Esto es: Me=2,5.

40 : 4 = 10 — El cuartil inferior serd el valor intermedio entre los individuos

102y 11 Q= 1,5.
Y, de la misma manera: Q; = 4.

0 1 2 3 4 5

La longitud de la caja es 4 — 1,5 = 2,5. Los bigotes recogen al resto de la dis-
tribucién. No hay individuo excepcionales.

Puesto que el nimero de individuos es maltiplo de cuatro, Q;, Me y Q5
serdn los valores que hay entre los individuos 10.° y 11.°, entre 20.° y 21.°,
entre 30.° y 31.°, respectivamente. Es decir,

Q, = 160,5 Me = 166 Q;=169,5

150 160 170 180 190

La longitud de la caja es 169,5 — 160,5 = 9.
Una vez y media esta longitud es 1,5 - 9 = 13,5.

El altisimo estudiante que mide 189 cm se separa del extremo superior de
la caja 189 — 169,5 = 19,5. Esa distancia es mayor que una vez y media la
longitud de la caja. Por eso, hemos puesto a la derecha un bigote de longi-
tud 13,5 y hemos afadido un asterisco que sefala la situacion del individuo
excepcional.

1 Representa mediante diagramas de caja y bigotes las siguientes distribuciones:

a)1123445 5
567778910

b)12233 34444 4555 5
55555 66666 6667 7
77777 77888 8991010
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Practica
Tablas de frecuencias

1 YUV En una maternidad se han tomado los pesos
(en kilogramos) de 50 recién nacidos:
2,8 32 38 25 27 37 19 26 35 23
30 2,6 1,8 3,3 29 21 34 28 3,1 39
29 35 3,0 31 22 342519 3,0 29
24 3,4 2,0 2,6 3,1 23 35 29 3,0 2,7
29 2,8 2,7 3,1 3,0 3,1 28 2,6 29 3,3
a) ;Cudl es la variable y de qué tipo es?

b) Construye una tabla con los datos agrupados en

6 intervalos de 1,65 a 4,05.

¢) Representa graficamente esta distribucién.

2 VUV A un grupo de 30 personas se les ha tomado
el nimero de pulsaciones por minuto (ritmo car-
dfaco) obteniéndose los siguientes resultados:

87 8 61 51 64 75 80 70 69 82
80 79 82 74 92 76 72 73 63 65
67 71 88 76 68 73 70 76 71 86

Representa gréficamente esta distribucién agrupan-
do los datos en 6 intervalos (desde 50,5 a 92,5).

Media, desviacion tipicay C.V.

Halla la media, la desviacién tipicay el coeficiente de
variacion en las siguientes distribuciones:

3 YUV 4 vvv
Xj fl Xj fi
0 12 0 1
2 | 7 26
3 6 3 7
4 4
4 3 5 4
5 3 6 3
5 vvv 6 yvv
INTERVALO | f; INTERVALO | f;
1,65-2,05 4 50,5-57,5 1
2,05-2,45 5 57,5-64,5 3
2,45-2,85 | 13 64,5-71,5 8
2,85-3,25 | 17 71,5-78,5 8
3,25-3,65 8 78,5-85,5 6
3,65-4,05 3 85,5-92,5 4

Ejercicios y problemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

7 VVV Los gastos mensuales de una empresa A tie-
nen una media de 100000 euros y una desviacién
tipica de 12500 euros. En otra empresa B, la me-
dia es 15000 euros, y la desviacion tipica, 2 500
euros. Calcula el coeficiente de variacién y di cudl
de las dos tiene mds variacion relativa.

Medidas de posicidn

8 YVV La mediana y los cuartiles de la distribucién
de “Aptitud para la musica” (escala 1-100) en un co-
lectivo de personas son Q) =31, Me=46y Q5 =067.

Copia y completa las siguientes afirmaciones:

a) E1 75% tiene una aptitud superior o igual a

b) E1 25% tiene una aptitud superior o igual a

o) El % tiene una aptitud igual o menor a 46
puntos.
d) El % tiene una aptitud superior o igual a 46

e inferior o igual a 67.

e) El % tiene una aptitud superior o igual a 31
e inferior o igual a 67.

9 VUV La altura, en centimetros, de un grupo de
alumnos y alumnas de una misma clase es:

150 169 171 172 172 175 181
182 183 177 179 176 184 158

Calcula la mediana y los cuartiles y explica el signi-
ficado de estos pardmetros.

10 vVV Calcula la mediana y los cuartiles de la si-
guiente distribucién:

i | o 1]2]3]4]5
fi 12,9763

11 vVV Halla la mediana, los cuartiles y el percentil
60 en cada una de las siguientes distribuciones,
correspondientes a las notas obtenidas en un test
que han hecho dos grupos de estudiantes:

A:25-22-27-30-23-22-31-18
24-25-32-35-20-28-30

B:27-32-19-22- 25-30-21
29-23-31-21-20-18-27




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Diagramas de caja

Haz el diagrama de caja correspondiente a las si-
guientes distribuciones.

12 vV La del ¢jercicio 8.
13 vV La del ¢jercicio 9.
14 vV La Ay laB del ¢jercicio 10.

Muestreo

15 VYV Se quieren realizar los siguientes estudios:
L. Tipo de transporte que utilizan los vecinos de
un barrio para acudir a su trabajo.

II. Estudios que piensan seguir los alumnos y las
alumnas de un centro escolar al terminar la ESO.

III. Edad de las personas que han visto una obra de
teatro en una ciudad.

IV. Ntmero de horas diarias que ven la televisién
los nifios y las nifias de tu comunidad auténo-
ma con edades comprendidas entre 5y 10 afios.

a) Di en cada uno de estos casos cudl es la poblacién.

b) ;En cudles de ellos es necesario recurrir a una

muestra? ;Por qué?

16 YVV Para hacer un sondeo electoral en un pueblo
de 400 electores, aproximadamente, se va a elegir

Autoevaluacion

:Conoces los pardmetros estadisticos x, 6 y C.V.2
:Los sabes calcular e interpetar?

1 La edad de los visitantes de una exposicién estd reco-
gida en la siguiente tabla:

EDAD |[15, 25)|[25, 35)|[35, 45)|[45, 55)|[55, 65)|[65, 75]

N.° DE
e 63 95 189 243 175 105

a) Representa los datos en un gréfico adecuado.

b)Halla x, o y C.V.

2 Los beneficios, en millones de euros, de dos empre-
sas en seis afios consecutivos han sido los siguientes:

A 5925|7481 |48 | 37
B | 45|38 |57 35|55 46

:Cudl de las dos empresas tiene mayor variacién?

oroblemas

una muestra de 200 individuos. Di si te parece vili-

do cada uno de los siguientes modos de seleccionar-

los y explica por qué.

a) Sele pregunta al alcalde, que conoce a todo el pue-
blo, quéindividuosle parecen més representativos.

b) Se eligen 200 personas al azar entre las que acu-
den a la verbena el dia del patrén.

c) Se seleccionan al azar en la guia telefénica y se les
encuesta por teléfono.

d) Se acude a las listas electorales y se seleccionan al
azar 200 de ellos.

Aplica lo aprendido

17 vVV En una urbanizacién de 25 familias se ha ob-
servado la variable “niimero de coches que tiene la
familia” y se han obtenido los siguientes datos:

01 2 3 1 01 2 3 1
01 1 1 4 01 1 1 4
3 2 2 1 1

a) Construye la tabla de frecuencias.

b) Haz el diagrama de barras.

¢) Calcula la media y la desviacién tipica.
d) Halla la mediana y los cuartiles.

e) Dibuja el diagrama de caja.

:Conoces las medidas de posicién, mediana, cuar-
tiles y percentiles? ;Los sabes calcular e interpre-
tar? ;Sabes utilizarlos para construir o interpretar
un diagrama de caja?

3 Halla la mediana y los cuartiles de la siguiente distri-
bucién:
00111 11111 22222 22222
22222 22233 33334 44468

Haz el correspondiente diagrama de caja.

4 Indica por qué el diagrama de caja siguiente es inco-
rrecto:

01234567 891011
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14Célculo de

probabilidades

Hist6ricamente, el interés por la probabilidad co-
mienza con los juegos de azar. Cardano, algebrista
italiano del siglo xv1, fue un jugador empedernido
en algunas épocas de su vida. Esta pasion le hizo ser
conocedor de trucos y fullerfas. Acabé escribiendo
un libro sobre el juego, en el que, por primera vez, se
teoriza sobre las probabilidades.

Fue otro jugador en el siglo xv11, el caballero de Mer¢,
quien indujo, sin saberlo, a que los matemadticos Pas-
cal y Fermat mantuvieran una fructifera correspon-
dencia: en sus cartas, proponian soluciones a algunos
problemas sobre juegos planteados por Mer¢ (al tirar
cuatro dados, ;qué es mds ventajoso, apostar por “al-
7 » « . 7 ,’;

gin 6” o por “ningtin 67?), y elucubraban sobre otras
situaciones probabilisticas. Asi nacid, con estos dos
genios, la base de la teoria de las probabilidades.

Ni Pascal ni Fermat publicaron sus conclusiones,
pero si lo hizo Huygens en 1657, en un breve libro
titulado Sobre los razonamientos en los juegos de azar.

En 1713, Jacques Bernouilli recogi6 lo escrito por
Huygens, lo amplié y completd, construyendo asi el
primer libro importante sobre la teoria de las proba-
bilidades: Arte de la conjetura.

Laplace, en 1812, public6 Teoria analitica de las pro-
babilidades, donde recogié y organizé multitud de
resultados que habia ido obteniendo y difundiendo
desde hacia 40 afios. Se trata de la mayor aportacion
de la historia a esta teorfa. Pocos anos después pu-

blicé Ensayo filoséfico de las probabilidades, destinado

a los no expertos. De este libro es la siguiente frase:

La teoria de las probabilidades es solo
sentido comiin expresado con niimeros.




Problemas resueltos

1.Lanzamos un dado con forma

de dodecaedro perfecto, con

las caras numeradas del 1 al
12. Calcular:

a) P[8] fa
b) P[menor que 3] \
¢) P[impar] =4

d) P [nimero primo]

e) P[mayor que 4 pero menor
que 8]

Probabilidades en experiencias simples

Il Experiencias irregulares

Para calcular la probabilidad de un suceso correspondiente a una experiencia
irregular (una chincheta, o un dado cargado, o extraer una bola de una bolsa cuya
composicién ignoramos...) no queda mds remedio que experimentar. Es decir,
repetir la experiencia muchas veces, averiguar la frecuencia relativa de ese suceso
y asignarle ese valor (aproximado) a la probabilidad. Cuantas mds veces hagamos
la experiencia, mds fiable serd el valor asignado.

Por ejemplo, si en una bolsa hay bolas de cinco colores (@, ®, ®, Oy @) y rea-
lizamos 100 veces la experiencia de extraer, mirar, anotar y devolver a la bolsa,
obteniendo los siguientes resultados:

fl@) =34, f(®)=23 fl®=21, f(0)=8, fl@)=14
les asignarfamos los siguientes valores a las probabilidades:
rlel=fr(®) =034 rlel=fr(®) =023 Prle]=fr(®) =021
PlO]=fr(0) =0,08; Pl@]=fr(®)=0,14

Il Experiencias regulares. Ley de Laplace

Si la experiencia aleatoria se realiza con un instrumento regular (dado correcto,
baraja completa...), entra en juego la ley de Laplace. Recordémosla:

* Si el espacio muestral tiene 7 casos y la experiencia es regular, entonces todos
ellos tienen la misma probabilidad, 1/7.

* Si un suceso tiene 4 casos, entonces su probabilidad es /7.

ndimero de casos favorablesa S

P[S] =
5] ndmero total de casos posibles

Por ejemplo, en una bolsa hay 40 bolas idénticas salvo en el color. De ellas, 15
son rojas. Entonces, al extraer una bola al azar:

P[Roja] = % = % = 0,375

1.2) P[8] = % Hay 12 casos, y el “8” es uno de ellos.
2 1
b) Solo 1y 2 son menores que 3 — P[menor que 3] = -6
¢) Hay 6 niimeros impares menores que 12 — P[impar] = % = %

d)2,3,5,7,11 son primos — P[ndmero primo] = %

e) P{5, 6, 7}] =13_2=%
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2.Con un molde se han fabri-

cado varios miles de dados.
Sospechamos que son inco-
rrectos. ;Cémo procedemos
para averiguar si son o no co-
rrectos? En caso de que no lo
sean, ;como evaluaremos la

probabilidad de cada cara?

3. Lanzamos dos dados correctos

y anotamos las diferencias de
las puntuaciones.

a) ;Cudl es el espacio muestral?

b);Qué probabilidad tiene

cada caso?

c) Hallar la probabilidad del
suceso “la diferencia es ma-
yor que 3”.

4.Un juego de cartas solo distin-

gue estas posibilidades:

FIGURA (sota, caballo o rey), s,
MENOR QUE 6 (2, 3, 4, 5), MA-
YOR QUE 5 (6, 7).

a) ;Cudl es el espacio muestral?

b)Di la probabilidad en cada

caso.

¢) ;Cudl es la probabilidad de
“no FIGURA”?

Actividades

1 Lanzamos un dado con forma de octaedro, con sus ca-
ras numeradas del 1 al 8. Evalua estas probabilidades:

a) P[multiplo de 3]
b) P[menor que 5]
¢) P[ntimero primo]

d) P[no mdltiplo de 3]

UNIDAD,

14

2. Podemos suponer que todos los dados son idénticos. Experimentamos con
varios efectuando, en total, 1 000 lanzamientos. Estos son los resultados:

Observamos que algunas de
las frecuencias relativas se di-
ferencian demasiado del valor
1/6 = 0,166...

1 2 3 4 5 6
f | 154 | 123 | 236 | 105 | 201 | 181
fr 10,154/0,123|0,236|0,105|0,201|0,181

Puesto que el nimero de experimentaciones (1 000) es suficientemente gran-
de, podemos concluir que el dado es defectuoso. Tomaremos las frecuencias
relativas de las distintas caras como valores aproximados de sus respectivas

probabilidades.

3- O L] .. LN J ... : :
o B E R s -V partir de la tabla de la izquierda, construimos
e 10|1]2]|3|4]5 . ., ..
. la distribucién siguiente:
Jifol1]2]3]4
e l2|1]0]|1]2]3 DIFERENCIAS 0 1 2 3 4 5
cel3]2|1]0f1]2 N.° DE VECES | 6 10 8 6 4 2
el 4|3 [2]1]0]|1| prosaBILIDAD | 6/36|10/36|8/36|6/36 | 4/36 | 2/36
sl s|4(3]|2]1]0

a) y b) En la tabla anterior aparece el espacio muestral, £=10, 1, 2, 3, 4, 5},
con las probabilidades asociadas a cada caso.

¢) P[Diferencia mayor que 3] = P[{4, 5}] = 4/36 + 2/36 = 6/36 = 1/6

4. Hay 40 cartas. La probabilidad de cada una es 1/40.
a) En este juego, el espacio muestral es £ = {“FIGURA”, “AS”, “< 67, “> 57}.
b) Hay 3 figuras en cada palo ——— P[riGura] = 12/40 = 3/10 = 0,3
Hay 4 ases en la barasja —— > P[as] =4/40 =1/10=0,1
Hay 4 ntimeros < 6 en cada palo — P[< 6] = 16/40 = 2/5 = 0,4
Hay 2 niimeros > 5 en cada palo — P[> 5] =8/40=1/5=0,2

c) P[no FiGURA] = 1 — P[FiGURA] =1 -0,3 = 0,7

2 Lanzamos dos dados y anotamos la menor de las pun-
tuaciones.

a) Escribe el espacio muestral y asignale probabilidad
a cada uno de los casos.

b)Halla la probabilidad del suceso “la menor pun-

tuacion es menor que 4” = “< 4”.

c) Halla P[no < 4].



Recuerda

Las experiencias simples que forman una experiencia compuesta pueden ser de-
pendientes o independientes.

Las siguientes experiencias:
a) extraer tres cartas de una baraja,
b) lanzar cinco dados,

se pueden considerar como experien-
cias compuestas de otras simples:

a) Extraer una carta de una baraja,
después otra, y después otra.

b) Lanzar un dado, y otro... y otro.

Lal.2esas.

Quedan 3 asEs /]

en 39 cartas.

La 1.2 no es as.
Quedan 4 asgs /{

en 39 cartas.

Actividades

1

Probabilidades en experiencias compuestas

Dos o mds experiencias aleatorias se llaman independientes cuando el resul-

tado de cada una de ellas no depende del resultado de las demis.

Por ejemplo, el lanzamiento de dos dados puede considerarse como composi-
cién de dos pruebas (un dado y otro dado) independientes, pues el resultado de
cada dado no influye en el otro.

Dos 0 mds experiencias aleatorias se llaman dependientes cuando el resultado
de cada una de ellas influye en las probabilidades de las siguientes.

Por ejemplo, extraer dos cartas de una baraja (una carta seguida de otra carta)
es la composicién de dos pruebas dependientes, pues el resultado de la primera
influye en las probabilidades de los sucesos de la segunda:

1.% extraccion quedan 2.% extraccion
AS 39 cartas, 3 ASES Plas] = 3/39
NO AS 39 cartas, 4 ASES Plas] = 4/39

Como vemos, las probabilidades de los sucesos en la 2.2 extraccién dependen de
lo que ocurri6 en la 1.2,

Il Extracciones con o sin reemplazamiento

“Extraemos una bola de esta bolsa y, después, otra”. Falta un dato: ;la que hemos
extraido la echamos de nuevo a la bolsa antes de la 2.2 extraccién o no?

— “Sacamos una bola, la miramos, la devolvemos a la bolsa, removemos y volve-
mos a sacar”, lo resumimos asi: “sacamos dos bolas con reemplazamiento”.

— “Sacamos una bola, la miramos y sacamos otra” se resume asi: “sacamos dos
bolas sin reemplazamiento”.

En el primer caso, las experiencias son independientes. En el segundo, depen-
dientes.

Lanzamos un dado. Si sa-

Lanzamos un dado y, después, 2

sacamos una bola de la bolsa.
Estas dos experiencias, sson
dependientes o independien-
tes?

le par, extraemos una bola
de la bolsa A. Si sale im-
par, de la B. Las experien-
cias, ;son dependientes o
independientes?
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Composicidon de experiencias independientes

Es mds sencillo calcular las probabilidades de los sucesos compuestos descompo-
niéndolos en sucesos simples.
Experiencias independientes

Cuando varias experiencias aleatorias son independientes, la probabilidad de
que ocurra S en la primera, S, en la segunda, etc., es:

El resultado de cada experiencia no
influye en el resultado de la siguien-

te. PIS;y S y..1=P[S5]-PS,] - ...

Problemas resueltos
l.a) P[BenRy5enV]=P[3]-P[5]=1/6-1/6 = 1/36
b)P[SenRy3enV]=P[5]-P3]=1/6-1/6=1/36

1. Lanzamos dos dados, uno rojo
(R) y otro verde (V). Hallar
estas probabilidades:

e}
°
<
N
=
L
S
©
2
o
]
a
Q
Q
L
kel
s
I
T
=
[}
(2]
w
<
°o.
<
%)
©
°
b
£
2
5]
=
<
(2]
<
>
<
4
<
o
o
2
o
O]
©

¢)Plun3yuns5]=P3enRy5enV]+P[5enRy3enV]-=

a)3enRy5enV
b)S en Ry 3 enV _(1)+(1)_2_1 e
en en =\l +t 57l =57 =75
Y 36) \36) 36 18 L1z [@n]s.1 |6,
Jun3yun5 d)PlearenR y >2en V] =Plear] - P[> 2] = [ [15005050040[52]62
d)PARen Ry >2enV _3 4 _12_1  []3]23]33]43]53]63]
“PAR” = {2, 4, 6} 6 6 36 3 |t el14]24]34[44]54 64
“>2”-13,4,5,6} e l1.5]25]3.,5 [45]5.5 [6,5
$ 3[16]26]3.6/46]56[66
a a 2 3 6 ].
2.Sacamos una bolade Ayuna 2.2)P[@y@®]="[12@] - P2°@==-=—=—
bola de B. Calcular: 5 6 30 5
2 2 4 2
b) P =P[17@] - PRAO®==.=2=—=—"
)P[@y®]=P[12@] - P[22 @] = o0
c)P[Qy.]=P[1."‘0]-P[2.a.]=%-%=3%=13_0
a)Pl@ye@]
b)Pl@y ®] d)Plunadeecllas@yotra®] = P[@y ®] + P[®y @] :%:,3%:;_3
oPleye] ' -
d) P[una de ellas @ y otra @] e) Plla 2. @] = P[cualquier cosala 1.%] - P[la2.* @] = 1 "Z°C
e) P[la segunda @]

Actividades

1 Se extraen 3 cartas con reemplazamiento. Halla:
b) P[3 asEs]
d) P[ningtin As]

a) Plasen 1.y FIGURA en 2.2y 3.7

¢) P[un as y dos FIGURAS]

2 Se lanzan 5 monedas. Halla la probabilidad de:

a) 5 caras b) alguna cruz

3 Lanzamos 3 monedas. Calcula:

a) Pltres caras] b) P[ninguna cara] c) P[alguna cara]

4 Se lanzan dos monedas y un dado. ;Cudl es la proba-
bilidad de obtener cara en ambas monedas y seis en
el dado? ;Cudl, la de obtener cruz en las monedas y
par en el dado?




Experiencias dependientes

El resultado de cada experiencia in-
fluye en las probabilidades de las si-
guientes.

Problema resuelto

De una urna con 3 bolas verdes
y 2 rojas, extraemos dos bolas.

Calcular la probabilidad de que:
a) Ambas sean verdes.

b)La 1.? sea roja y la 2.2 verde.

¢) Las dos sean rojas.

SN

Silal?es @, quedan cuatro: 1@y 3 ®

Composicion de experiencias dependientes

Si dos sucesos §; y S, corresponden a pruebas dependientes, la probabili-
dad de que ocurra §; enlal?y S, enla2?es:

PIS, y S))=PIS,]- PS, enla2.2/ 8, enla 1.3 =P[S,]- P[S,/S,]

La expresion P[S,/ S;] se llama probabilidad condicionada: probabilidad
de S, condicionada a que ocurra S;.

Para tres sucesos dependientes:
PSS,y Sy S1=P[S]-P[S,/8]1-P[S31 8 y Sl

La probabilidad condicionada P[S;/ S, y S,] significa “probabilidad de que
ocurra S5 supuesto que ocurrieron S; y S,”.

a) Imaginemos una gran cantidad de gente. Cada uno de ellos tiene una urna
con 3 bolas verdes y 2 bolas rojas. Son sometidos a dos pruebas:

1.2 prueba: Han de extraer bola verde. (La dejan fuera).
2.2 prueba: Han de volver a extraer verde.

Averigiiemos qué proporcién de gente supera cada prueba y, en consecuen-
cia, qué proporcién supera las dos.

P[@] = 3/5. Por término medio, 3 de cada 5 indi-

viduos extraen bola verde y superan la 1.% prueba.

PRIMERA
EXTRACCION

Ahora, la composicién de la urna se modifica dependiendo del resultado de
la primera prueba. Como estamos siguiendo la pista a los que extraen bola
verde, estos tienen ahora una urna con 2 bolas verdes y 2 bolas rojas. Veamos
qué proporcion de ellos supera la 2. prueba.

SEGUNDA () ¢ E P@] = 2/4. Por término medio, 2 de cada 4 de los
EXTRACCION |} J| que superan la 1.% prueba superan también la 2.2
P ., o 3 2 6 .
roporcién de individuos que superan ambas pruebas: 5 1530 Es decir:
3 2 6 3
P =P@®@lal? -Pl@la2*/@hal?]==-2=—=—
@y® =r®lal?]-P@ la .a]5420 10

Estas pruebas son dependientes, porque el resultado de la primera influye
en la segunda.

— a] a a _2'3_ 6 _ 3
b)P[@y® =P@lal? Pl@la2. /olal.]_5 2 5510
a . a & =2-—1=—2 =—1

P@y® =P®@lal? Pl@la2?/ @lal? 7=
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Recuerda

Significado de algunas probabilida-
des-

Pl@enlal?

»Alm U\|

=P@en22/@®enld

Observa

Sien la 1.2 sale as, quedan 3 AsEs en
39 cartas. Por tanto:

Plasen2.2/asen 1.7] = 3
39

Andlogamente:

P 2/ 12y223] ==
[asen 3.2/ asen 1.0y 2.%] 38

Actividades

UNIDAD,
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Il Descripcion de la experiencia mediante
un diagrama en arbol

La experiencia de la pdgina anterior se puede describir sistemdticamente, y de
forma muy clara, mediante un diagrama en drbol:

3 2_6 3

e P . L2 =2

oooooy ®yel- 5 4 20 10

/ La urna 2/4 (] P[.y.]=é£:£:i
00000 queda as{ 5 4 20 10
\ 34,0 Pl@y@-2.3-06_3

P Nglossel— 54720 10

La urna %. P['y.]=2.l=i=l

queda asi 5 4 20 10

Problema resuelto

Extraemos tres cartas de una baraja espafiola. Hallar la probabilidad de
obtener tres ASES.

P[3 ases] = P[asen 1.2y asen 2.2y asen 3.7] =
=Plasen 1.%] - Plasen2.*/asen 1.%] - Plasen 3. /asen 1.2y 2.%] =
_4 .3 2
40 39 38

Lo describimos en un diagrama en 4rbol:

2/38 AS
Quedan 38 cartas. /
3/ y
A Quedan 39 cartas.

De ellas, 2 ases.
De ellas, 3 ases. \
36/39 A NO AS

36/38
3 6m‘ NO AS

P[3 ASES]

AS
NO AS

4/40

= Plas] - Plasen2.*/asen 1.7] -

4 3 2 _ 1

40 39 38 2470

= P[As y AS y As]

-Plasen3.?/asen 1.2y 2.%] =

1 Extraemos dos cartas de una baraja espanola. ;Cudl
es la probabilidad de que la primera sea un ReY y la
segunda un As?

2 Copia y completa el diagrama en 4rbol del problema
resuelto de esta pdgina y sobre él halla P [NINGUN aAs].

3 Una urna contiene 5 bolas negras y 3 blancas. Ex-
traemos tres bolas. ;Cudl es la probabilidad de que
las tres sean blancas? ;Y negras?

4 Se extraen, una tras otra, 3 cartas de una baraja. ;Cudl
es la probabilidad de obtener BasTos las tres veces?

a) Supén que se extraen con reemplazamiento.
b) Supén que se extraen sin reemplazamiento.

5 Una urna A tiene tres bolas blancas y una negra.
Otra B tiene una bola negra. Sacamos una bola de A

y la echamos en B. Removemos y sacamos una bola

de B. ;Cudl es la probabilidad de que esta sea blanca?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Practica

Experiencias simples

1 vVV En la loteria primitiva se extraen bolas nume-
radas del 1 al 49. Calcula la probabilidad de que la

primera bola extraida sea un nimero...:
b) ... maltiplo de 7.

a) ... de una sola cifra.

c) ... mayor que 25.

2 VVV Se extrae una carta de una baraja espafola.

Di cudl es la probabilidad de que sea:

a) REY 0 AS. b) FIGURA y OROS. C) NO SEA ESPADAS.

3 VvV Lanzamos dos da-
dos y anotamos la pun-
tuacién mayor (si coin-
ciden, la de uno de ellos).

a) Completa en tu cua-
derno la tabla y di las
probabilidades de los
seis sucesos elemen-

tales 1, 2, 3,4,5y6.
b) Halla la probabilidad de los sucesos:

A: n.° par, B: n.° menor que 4.

Experiencias compuestas

4 vV a) Tenemos dos barajas de 40 cartas. Sacamos
una carta de cada una. ;Cudl es la probabilidad de
que ambas sean 7? ;Cudl es la probabilidad de que
ambas sean figuras (sota, caballo o rey)?

b) Tenemos una baraja de 40 cartas. Sacamos dos
cartas. ;Cudl es la probabilidad de que ambas
sean un 7? ;Cudl es la probabilidad de que ambas
sean figura?

5 YVV Lanzamos tres dados. ;Cudl es la probabilidad
de que las tres puntuaciones sean menores que 5?

6 VYV Sacamos una bola de cada urna. Calcula la
probabilidad de que:
a) Ambas sean rojas.
b) Ambas sean negras.

c) Alguna sea verde.

7 vVV Una urna tiene 3 bolas rojas y 2 verdes. Ex-
traemos dos. Calcula P[2 rojas] y P[2 verdes].

oroblemas

Aplica lo aprendido

8

10

11

¥VV Una urna contiene 100 bolas numeradas ast:
00, 01, 02, ..., 99

Llamamos x alacifra de las decenas e y alacifrade
las unidades del niimero que tiene cada bola. Se ex-
trae una bola al azar. Calcula la probabilidad de que:

A)x=3 b)y=3 d)x>5
ex+y=9 f)x<3 h)y<7

c)xz7
gy>7

VVV Después de tirar muchas veces un modelo de
chinchetas, sabemos que la probabilidad de que una
cualquiera caiga con la punta hacia arriba es 0,38.

Si tiramos dos chinchetas, ;cudl serd la probabilidad
de que las dos caigan de distinta forma?

VYV En un laboratorio se somete un nuevo medi-
camento a tres controles. La probabilidad de pasar
el primero es 0,89, la de pasar el segundo es 0,93 y
la de pasar el tercero es 0,85. ;Cudl es la probabili-
dad de que el nuevo producto pase las tres pruebas?

VVV Sacamos una bola de A, la echamos en B, re-
movemos y sacamos una de B. Calcula:

280 by

A

a) P[1.*rojay 2.2 roja]  b) P[1.* rojay 2.2 verde]
¢) P[22 roja/ 1.2 verde] d) P[2.% roja/ 1.2 roja]
e) P[2.2 roja] f) P[2.2 verde]

v ¢) Para calcular esta probabilidad, ten en cuenta el si-
guiente diagrama:

2

: Apeal<

2
3

w|w
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12 vvV En una clase hay 17 chicos y 18 chicas. Elegi-
mos al azar dos alumnos de esa clase.

Calcula la probabilidad de que:
a) Los dos sean chicos.
b) Sean dos chicas.

¢) Sean un chico y una chica.

13 VvV Tiramos dos dados correctos. Di cudl es la
probabilidad de obtener:

a) En los dos la misma puntuacién.
b) Un 6 en alguno de ellos.

¢) En uno de ellos, mayor puntuacién que en el otro.

14 vvV Se extraen dos
bolas de esta bolsa.

Calcula la probabi-
lidad de que ambas

sean del mismo color.

Autoevaluacion

:Resuelves problemas de probabilidad de experien-
cias simples y compuestas?

1 Encima de una mesa tenemos estas cuatro cartas de
una baraja espanola:
— Cinco de copas.
— As de oros.
— Cuatro de bastos.
— Dos de oros.

Sacando al azar otra carta del mazo y fijéndonos en
su nimero, ;cudl es la probabilidad de que la suma
de las puntuaciones de las cinco cartas (las cuatro de
la mesa y la extraida del mazo) sea 152 ;Y 162

2 Lanzamos una moneda y un dado y observamos los
resultados obtenidos.
a) ;Cudl es la probabilidad de obtener cruz y cinco?

b) ;Y la de obtener carA y NUMERO PAR?

Resuelve problemas

15 YVV En una bolsa hay 4 bolas, dos de ellas estin
marcadas con un 1 y las otras dos con un 2. Se ha-
cen tres extracciones y se anotan los resultados en
orden.

Calcula la probabilidad de que el nimero formado

sea el 121, suponiendo que la experiencia sea:
a) Con reemplazamiento.

b) Sin reemplazamiento.

16 VvV Matias y Elena juegan con una moneda.
La lanzan tres veces y si sale dos veces cara y una
vez cruz o dos veces cruz y una vez cara, gana Ma-
tias. Si sale tres veces cara o tres veces cruz, gana
Elena.

Calculala probabilidad que tiene cadauno de ganar.

3 Lanzamos dos dados. Calcula la probabilidad de que
el producto de las puntuaciones:

a) Sea 5.
b) Sea 6.
c) Sea 4.

v Haz una tabla con todos los casos posibles.

4 Tenemos dos bolsas, A y B, con estas bolas:
A: 7 blancas y 3 negras
B: 1 blanca, 2 negras y 7 rojas

Tirando un dado, si sale 1 o 2 extraemos una bola de
A. Sisale 3, 4, 5 0 6, extraemos una bola de B. Calcula
la probabilidad de extraer bola roja.

5 La urna A tiene 3 bolas rojas y 1 negra, y la B, 3 ne-
gras y 1 roja. Sacamos una bola de A, la echamos en
B, removemos y sacamos una bola de B. Calcula la
probabilidad de que ambas bolas sean rojas.
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