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1 Fracciones
y decimales

Tanto las fracciones como los niimeros decimales,
que ahora interpretamos y manejamos con toda sol-
tura, recorrieron un largo y tortuoso camino de mu-
chos siglos hasta llegar a la versién actual.

Los egipcios (siglo xvir a.C.) utilizaban exclusiva-
mente las fracciones unitarias, es decir, aquellas en
las que el numerador es 1. Por ejemplo, para expre-

sar % ponian 1,1, 1L (también podian poner

3 5 15
1

1 . .
— + —, pero, curiosamente, preferfan la primera

2 10
descomposicion). Para efectuar estas descomposicio-

nes, se valian de unas complicadas tablas.

Nos resulta chocante que no consideraran correcto
1

3 1 1
expresar 5 como — + — + —, pero mds sorprendente

5.5 5

atn es que esta aficién por las fracciones unitarias
se prolongara hasta el siglo xi1 (tres milenios des-
pués), en que Fibonacci, quien aunque ya conocia y
manejaba las fracciones ordinarias, siguié dedicando
mucho esfuerzo en descomponerlas en unitarias.

El sistema de numeracién decimal se usaba en Oc-
cidente desde el siglo viir en los nimeros enteros.
Sin embargo, para expresar las partes de la unidad se
recurria a las fracciones sexagesimales. Por ejemplo,
una aproximacién de = se expresaba asi:

8 29 44
60 60 60
No fue hasta finales del siglo xv1 cuando se popula-
riz6 el uso de los decimales para expresar partes de la
unidad. El francés Vieta y el flamenco Stevin fueron
los principales impulsores del cambio.

3;8,29,44, que significaba 3 +




Entrénate

1 Simplifica estas fracciones:

Numeros racionales

I Fracciones y numeros fraccionarios

Los nimeros enteros sirven para contar elementos, pero no son buenos para ex-
presar medidas. Para medir, suele ser necesario fraccionar la unidad: la mitad,
cuatro terceras partes, siete milésimas... Estas medidas se expresan mediante
fracciones: 1/2, 4/3, 7/1 000.

Una fraccién es el cociente indicado de dos ntimeros enteros. Dicho cociente
puede ser:

* Un ntimero entero. Por ejemplo, g =3, —==-4

* Un ntimero fraccionario. Por ejemplo, % =8+ > 5 =-2-=

A la unién de todos los nimeros enteros y de todos los nimeros fraccionarios
se la llama conjunto de niimeros racionales y se designa por Q. Los nimeros
racionales son los que se pueden poner en forma de fraccién.

Il Simplificacion de fracciones

Si el numerador y el denominador de una fraccién se pueden dividir por un mis-
mo numero, al hacerlo diremos que hemos simplificado o reducido.

2 2
4 6 Por ejemplo:
5 10
10 E 25 5. 8 _4_-2 3000 2
20 30 15 37 -12 -6 3’ 4500 3
30 40
30 40 iy . . . ..
Ve T Cuando una fraccién no se puede reducir mds y su denominador es positivo,
diremos que es irreducible. Por ejemplo, 2/3 es irreducible.
Actividades
1 Clasifica estos niimeros en enteros o fraccionarios: 3 Simplifica estas fracciones hasta que obtengas la frac-
17 16 20 2 25 7 ci6én irreducible:
45 3 7 5 2 ) 28 b 48 9 54
2 Simplifica hasta obtener la fraccién irreducible: 35 72 72
12 18 d 84 e 7 f 208
V21 9% 56 750 240
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Entrénate

Il Fracciones equivalentes

Cada ntmero racional puede expresarse mediante muchas (infinitas) fracciones:

3.6 _9

5710 15 7

De ahi la necesidad de establecer un criterio que permita reconocer cudndo dos

1 Comprueba, en cada caso, si las

fracciones dadas son equivalentes:
NER]

4728

2 6
2y o
)57 3

27 9
9% 16

Calculo mental

fracciones representan al mismo niimero racional.

Se dice que dos fracciones son equivalentes cuando, al simplificarse, dan lu-
gar a la misma fraccién irreducible, que tomamos como expresion habitual del
correspondiente niumero racional.

18

18 18_18:6 _3
30 7

i 21 21:7 3
30 30:6 50

35 35:7 5

21 .
== son equivalentes, pues

35

Bl Comparacion de fracciones

1 Es evidente que % < % porque:

2 7

Dos fracciones con el mismo denominador son muy féciles de comparar. Para
comparar dos fracciones con distinto denominador, las “reducimos a comdn de-

3 < 1 Ve 1 nominador”, es decir, buscamos fraccciones respectivamente equivalentes a ellas
y que tengan el mismo denominador.
Compara mentalmente:
9y oy 2y 4 o
27 2 3 5 Ejercicio resuelto
17 20 23
O——vy— dTvy3 7 5.9
77 5 C 75,9,
omPAA 12> 8 7 16
2y 8 H2y 6 Tomaremos como denominador comun el min.c.m. (12, 8, 16) = 48.
11 3
4S:10 -4 — 7 _ 7.4 28 | Evidentemente:
T 12 12-4 48 27 _28 _30
48 °48 " 48
48:8-6 —2-2:6_30
8 8-6 48 Por tanto:
9 9-3 27 9 7 .5
48:16=3 > —=—="——=% Z <L <=2
16 16-3 48 | 16-12°3
Actividades
4 Compara mentalmente cada pareja de niimeros: 5 Compara estas fracciones y ordénalas de menor a
3 4 6 7 mayor:
3,4 noe ., 72
R R 503 5 7
3 6 11 5 4 8 10
3,06 d 11
EERAT 3y 5




Por ejemplo: l—i+ 2 :4—2_é+
Entrénate 10 12 60 60
1 Calcula:
a %%-% Bl Producto de fracciones
3 7 5
EitEY
3 1 7
13 55
H2_L1,3_5
6 3 8 24
20 y Por ejemplo: 8. 7_8.7 _5_28
pera hasta llegar a la fraccién 3 10 3-10 30 15
irreducible:
g2 3.5 . .
346 Bl Cociente de fracciones
7 5 1
b) 0 673 La inversa de una fraccién % es % porque
9Ls2_2
9 6 3 Por ejemplo, la inversa de 2 7 y la inversa de 3 es €
13 11 7 75 3
Hl3, 17
16 24 12
3 Opera: segunda:
6.3 6 | a.c_a d_a-d
V503 b3 :6 bd"b ¢ e
6 1 1 1
C) - == d) ——
52 36 Por ejemplo: %:%=%-%=g—g; o
Actividades
Efecttia las siguientes operaciones y simplifica el resul- 1 (3
tado: 2a)§_<2_1)
1a) 2. (2 +1 b) =. 2_ 1
7 \5 3
3 5 1).5 33 1. ( 3_2
= :1-= Z__1.2 a)3
914 ( 7) d)(g 4) 6 4\5715

Operaciones con fracciones

Bl Suma y resta de fracciones

Para sumar (o restar) fracciones con el mismo denominador, se suman (o se
restan) sus numeradores y se mantiene el denominador.

Para sumar (o restar) fracciones con distinto denominador, se empieza por
transformarlas en otras equivalentes con el mismo denominador.

120 42-25+120 137

El producto de dos fracciones es otra fraccién cuyo numerador es el producto
de sus numeradores y cuyo denominador es el producto de sus denominadores:

El cociente de dos fracciones es el producto de la primera por la inversa de la

60
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Entrénate

1 Calcula mentalmente:

op Liesz b % de 24
2

C)Ede 52 d)gde20
5 2

2 Calcula'
a) de 117

c)lde132 d) d350

E
) de 1428 f) > de 1540

3 Calcula mentalmente:

a) deD—13 b) — deD:S

4

_ 3 _
C)ZdeD—IS d)7deD—30

4 Calcula:
2) %deD - 107
b) %deD 210

c)%delj:168

d)%delj= 132

Actividades

1 Un ciclista ha recorrido los 5/9 de la etapa de hoy, de
216 km. ;Cudntos kilémetros lleva recorridos?

b) l de 380

La fraccion como operador

Para hallar los 2/3 de una cantidad, 600 €, se divide esta por 3 (obteniéndose,
asl, una tercera parte), y el resultado se multiplica por 2. Es decir, se multiplica la

cantidad por 2/3 -2 3 - 600 = 400 €

Lo que corresponde a una fraccién % de una cantidad C eslaparte P= % - C.

¥ EJEMPLO: ;Cudntas cartas le toca repartir a un cartero al que asignan 218 del total
de 4004 cartas que hay?

% - 4004 = 429 cartas le toca repartir.

. a .
Si conocemos la parte P que corresponde a la fraccién 7 de una cantidad C,
esa cantidad se obtiene multiplicando P por la fraccién inversa, C=P - =,

a

¥ EJEMPLO: Ramiro posee 7/20 de una compania. Este afio le han correspondido
37800 €. ;Cudl ha sido la ganancia total de la compania?

[Beneficios totales] = % - [Beneficios de Ramiro] = % - 37800 = 108000 €

Las distintas partes (fracciones) de un todo suman 1.

c q e a @
— de una cantidad, se multiplica = - = - C.

b d

a
Para hallar una parte = de otra

b d

¥ EJEMPLO: De una herencia de 104000 €, Alberto posee 3/8; Berta, 5/12, y Clau-
dia, el resto. ;Qué parte le corresponde a Claudia?

Si Claudia emplea 2/5 de su parte en pagar deudas, ;cudnto le queda?
3 5 24-9-10 5

22 22777 Y 2 eslafraccion de Claudia.
8 12 24 24

) le quedan 5 Es decir, le quedan 5 de >

24"

Como gasta 5

3 5 1
~Z .2 ..104 =—.104 =1 1 .
52 04000 3 04000 = 13000 € le quedan

2 He sacado del banco 3900 €, que son los 3/11 de

mis ahorros. ;A cudnto ascienden mis ahorros?




Recuerda

En un ndmero, el grupo de cifras de-
cimales que se repite una y otra vez
se llama periodo. Se indica ponien-
do un arco sobre las cifras correspon-
dientes:

7,81 18,352

Recuerda

Nimeros racionales son los que se
pueden poner en forma de fraccidn.

Los decimales con infinitas cifras no
periédicas no son racionales.

Entrénate
1 Expresa en forma decimal:
5 11
2 b) AL
V3 '8
9 11 d 7
100 30

Actividades

1 Indica qué tipo de niimero decimal es cada uno:

V3 = 1,7320508...
n—2=1,1415926... 2,5 2,5

3,52 2,8 1,54

2,73 3,5222...

Numeros decimales

Los nimeros decimales sirven para designar medidas, pues con ellos se puede
expresar cualquier valor intermedio entre dos niimeros enteros.

Il Tipos de numeros decimales
Veamos las distintas clases de niimeros decimales que existen:
* Decimal exacto es el que tiene un niimero limitado de cifras decimales.

Por ¢jemplo: 5,4; 0,97; 8; —0,0725

* Decimal periédico es el que tiene infinitas cifras decimales que se repiten pe-
riédicamente.

7,81818181... = 7,81

PERIODO %

0,735735735... = 0,735

Estos se llaman periédicos puros, por-
que en ellos el periodo empieza inmedia-
tamente después de la coma.

18,352222... = 18,352 Son periédicos mixtos, porque antes
0.0454545. .. = 0,045 del periodo tienen otras cifras decimales.

* Decimales no exactos ni periédicos. Son los nimeros decimales que tienen
infinitas cifras que no se repiten periédicamente.

Por ejemplo: \2 = 1,4142135... m=3,14159265...

Il Paso de fraccion a decimal

Para obtener la expresién decimal de una fraccién, se efectda la divisién entre el
numerador y el denominador. El cociente puede ser:

72 240

* Un nimero entero. Por ejemplo: o5 = 8; 15 - -16
* Un decimal exacto. Por ejemplo: % =0,375; % =3,075; 3—? =1,68
* Un decimal periédico. Por ejemplo: % = 3,6; ?—? =7.81; % -1,318

2 Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros
decimales:

2,35 2,505005...
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Entrénate

1 Expresa en forma decimal:

10% 1% 160% 127%

2 Calcula.

a) El 24% de 300.
o) E1 30% de 83200.
e) E1 230% de 5200.

3 ;Qué tanto por ciento representa
cada cantidad respecto a su total?

a) 15 respecto a 30.
b) 5 respecto a 20.

c) 2 respecto a 10.

4 Calcula el tanto por ciento que re-
presenta.

a) 45 respecto a 225.

b) 4230 respecto a 9000.
) 6000 respecto a 4000.
d) 975 respecto a 32500.

Actividades

Calculos con porcentajes

Il Calculo de un tanto por ciento de una cantidad
. 5000 - 16

Para calcular el 16% de 5000, se suele proceder asi: = 800.

16 ., . . .
Pero —— = 0,16, y esta expresion decimal del tanto por ciento permite proceder

del siguiente modo: El 16% de 5000 es 5000 - 0,16 = 800.

Para hallar un tanto por ciento de una cantidad, se expresa el tanto por ciento
en forma decimal y se multiplica por él.

Il Obtencidn del tanto por ciento correspondiente

a una proporcion
En una poblacion de 5000 personas, 800 han leido El Quijote. ;Qué porcentaje del
total representan?

Hemos de calcular cudntas, de cada 100 personas, han leido E/ Quijote:

800100 - 16. Han leido £/ Quijote el 16% del total.

5000

Para hallar qué tanto por ciento representa una cantidad, 4, respecto a un

total, C, se efectia %- 100.

1 En un hotel de 175 habitaciones estdn ocupadas el
60%. ;Cudntas habitaciones estdn ocupadas?

2 El 32% de los 25 alumnos de una clase participan en
un torneo de ajedrez. ;Cudntos alumnos participan
en el torneo?

3 En un colegio de 750 alumnos han aprobado todas
las materias 495. ;Qué tanto por ciento de alumnos

ha aprobado todo?

4 Un agente inmobiliario cobra una comisién del 1,5%
sobre el precio de un apartamento que se ha vendido
por 100500 €. ;Cudnto cobrard por esa venta?

5 En un club deportivo hay 124 socios que juegan al
baloncesto y representan el 25% del total. Calcula
cudntos socios tiene ese club.

6 En un hospital estdn ocupadas 405 camas de las 450
que tiene el centro. ;Cudl es el porcentaje de camas
ocupadas?

7 En un depésito de agua hemos echado 57,4 litros
que representan el 82% de su capacidad. ;Cudntos
litros caben en el depésito?

8 La superficie cultivada de una comunidad es 357 ha,
lo que representa el 38% de su extensién. ;Cudl es la
superficie de esa comunidad?




Il Calculo de aumentos porcentuales
Un reloj de 50 € aumenta su precio un 16%. ;Cudnro vale ahora?
Con lo que sabemos hasta ahora, podriamos resolverlo asi:
50-0,16=8 €

50 +8=58€

Aumento:
Precio final:

Pero observemos que si sube un 16%, el precio actual es el 116% del anterior. Por
eso, para obtenerlo, se puede multiplicar directamente 50 por 1,16:

50-1,16=58€

Entrénate 1,16 es 1 + 0,16 (la cantidad mds 16 centésimas)
1 Halla, mentalmente, el indice de

variacion que corresponde a estos

El nimero por el que hay que multiplicar la cantidad inicial para obtener la

aumentos porcentuales: ) . L
cantidad final se llama indice de variacién.

a) 25% b) 5% c) 40%
d) 80% e) 110% f) 200%

2 Unas acciones que valfan a princi-
pios de afo 13,70 € han subido
un 35%. ;Cudnto valen ahora?

En aumentos porcentuales, el indice de variacién es 1 mds el aumento por-
centual expresado en forma decimal.

Para calcular el valor final, halla el indice de variacién y multiplicalo por la
cantidad inicial: VALOR FINAL = VALOR INICIAL - INDICE DE VARIACION.

Il Calculo de disminuciones porcentuales

. Una nevera valia 620 €. Se rabaja un 40%. ;Cudnto vale ahora?
Entrénate

Si quitamos un 40% al precio inicial, queda el 60%. Su precio final es:
620-0,60 =372 €
0,60 es la unidad menos 40 centésimas: 1 — 0,40 = 0,60

;Qué indice de variacién corres-
3; dice d

ponde a estas disminuciones por-

centuales? Hazlo mentalmente.

a) 25% b) 5% c) 40%
d) 15% e) 88% f) 1%
4 En una comunidad auténoma

habia 69580 parados. Han dis-

minuido un 15%. ;Cudntos hay
ahora?

En una disminucién porcentual, el indice de variacién es 1 menos la dismi-
nucién porcentual puesta en forma decimal.

Para calcular el valor final, halla el indice de variacién y multiplicalo por la
cantidad inicial: VALOR FINAL = VALOR INICIAL - INDICE DE VARIACION.

Actividades

9 En un restaurante han subido el mend del dia un

13 Una camiseta cuesta 21 € después de rebajarla un
8%. ;Cudl serd el nuevo precio si costaba 7,5 €?

30%. ;Cudl era su precio antes de la rebaja?

10 Tengo que pagar 352 € por un mueble en el que
incluyen el cobro de un 10% por transportarlo
hasta casa. ;Cudl serd el precio del mueble prescin-
diendo del transporte?

14 El nimero de alumnos que juega al baloncesto ha
pasado en un afio de 110 a 145, mientras que el
nimero de los que juegan al tenis ha pasado de 45
a 57. ;En cudl de los dos deportes ha sido mayor el

11 ;Cudl sera el precio de unos zapatos de 68 € si nos aumento porcentual?

02
hacen un descuento del 40%: 15 El precio de un coche que hoy cuesta 39200 € ha

12 ;Qué descuento me han hecho en una factura de

1385 € si he pagado 1135,7 €2

subido en el dltimo afio un 12%. ;Cudnto costaba
ese mismo coche hace un afo?
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Entrénate

1 Indica cudl es la cantidad inicial si
sabemos que:

a) Aumenta 50%. C. final = 1 500.
b) Aumenta 50%. C. final = 3 000.
¢) Aumenta 25%. C. final = 125.
d) Aumenta 25%. C. final = 250.
e) Disminuye 50%.

C. final = 400.
f) Disminuye 40%.
C. final = 600.

Problemas resueltos

Il Calculo de la cantidad inicial conociendo
la variacion porcentual y la cantidad final

Tras aumentar su precio un 35%, un ordenador cuesta 783 €. ;Cudnto valia antes

de la subida?

Observa el esquema siguiente:

- 1,35

PRECIO
INICIAL | _

PRECIO
FINAL

: 1,35

PRECIO INICIAL - 1,35 = PRECIO FINAL

| PRECIO INICIAL = PRECIO FINAL : 1,35 |

Precio inicial = 783 : 1,35 =580 €

Si conocemos la cantidad final que resulta después de haber aplicado una va-
riacién porcentual, la cantidad inicial se obtiene dividiendo la cantidad final
por el indice de variacién.

CANTIDAD INICIAL = CANTIDAD FINAL : INDICE DE VARIACION
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1. El precio de un televisor fuede 1. El indice de variacién es 1 + 0,18 = 1,18.
566,40 €. ;Cuél era su precio

antes de cargarle un 18% de

IVA:

Por tanto, el precio del televisor antes de cargarle el IVA era:

566,40 : 1,18 = 480 €

2.En unos grandes almacenes, 2.En los tres casos, el indice de variacién es 1 - 0,35 = 0,65.
todos los articulos han bajado
un 35%. Hemos comprado un
cuadro por 195 €, una bici-
cleta por 78 € y un libro por
14,30 €. ;Cudnto valia cada

cosa antes de las rebajas?

Por tanto, los precios de los articulos antes de las rebajas eran:
Cuadro — 195:0,65 =300 €
Bicicleta — 78:0,65=120€
Libro — 14,30:0,65=22€

Actividades

18 En unas rebajas en las que se hace el 30% de des-
cuento, Roberto ha comprado una cdmara fotogri-
fica por 50,40 €. ;Cudl era su precio inicial?

16 El precio de una batidora, después de aplicarle un
IVA de un 18%, es de 70,80 €. ;Cudl es su precio
antes de cargarle ese [IVA?

19 Un cartero ha repartido el 36% de las cartas que
tenfa. Adn le quedan 1184. ;Cudntas tenfa antes
de empezar el reparto?

17 Al estirar una goma eldstica, su longitud aumenta
un 30% y, en esa posicién, mide 104 cm. ;Cudnto
mide sin estirar?




. Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Opera y calcula
Operaciones con numeros enteros

1 vVV Calcula mentalmente.
a)—17 + (-13) b)-15 + 17 — (-8)
c) 5(-7-5) d)-50 - 5(-11)
e)-3(6+4)+7 f) (=3)2 - (-2)3

Operaciones con fracciones

2 YV Calcula y simplifica el resultado hasta obte-
ner una fraccién irreducible.

a3} )
- 55 o2 -3)

3 YVV Operay simplifica hasta obtener una fraccién

irreducible.
2 3 1 1
3 5 3 7
Y L1 b7
_L I
5 3 7
3 1 1 3
Gy el
4 2
9 ° d) °
3 8 3 1
Sl i

4 vV Calcula paso a paso y, después, comprueba el
resultado con la calculadora utilizando las teclas de
fraccidn y paréntesis.

a)_é.l+i_(l+l;2)

oroblemas

Fracciones y decimales

5 vVV Agrupa las fracciones que sean equivalentes.

21 24 4 14 10 15 3

49 36 5 21 15 35 7

6 vVV Simplifica las fracciones siguientes:

24 114 51 26 125 225

60 72 68 39 50 400

7 YVV En cada apartado, reduce a comtn denomi-
nador y ordena de menor a mayor:

al)53278 ol 5 7 3
65 3 10 15 27 8 127 4

8 vVV Calcula y simplifica mentalmente.

1 1 1 1 1

a) 2 +—3 b)—2 +—4 c) 373

5 2 3 1

2.2 2.7 p3.1

) 4 e)3 )5 3
29 12 N4

2.2 hyl12. 7.1
g)3 4 )7 3 1)3

9 vVV Expresa como un numero decimal las si-
guientes fracciones:

9 13 23 17 5 233 13
25 9 6 200 7 990 22

10 vVV Ordena de menor a mayor en cada apartado:
a) 3,56; 3,56; 3,5 3,56
b)-1,32; -1,3%; -1,32; -1,3

Porcentajes

11 vVV Calcula los porcentajes siguientes:
a) 28% de 325 b) 80% de 37
c) 3% de 18 d)0,7% de 4 850
e) 2,5% de 14300 f) 130% de 250

12 vVV ;Qué porcentaje representa?
a) 78 de 342 b) 420 de 500
) 25 de 5000 d) 340 de 200
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13 vV Calcula, en cada caso, la cantidad inicial de
lo que conocemos:

a) El 28% es 98.
c) El 2% es 325.

b) El 15% es 28,5.
d)El 150% es 57.

14 vVV ;Por qué nimero hay que multiplicar para
que se produzca uno de estos resultados?

a) Aumenta un 12%. b) Disminuye el 37%.

¢) Aumenta un 150%.  d) Disminuye un 2%.

15 vVV Calcula el indice de variacién y la cantidad final:
a) 325 aumenta el 28%.
b) 87 disminuye el 80%.
c) 425 aumenta el 120%.
d) 125 disminuye el 2%.

16 vVV ;Qué porcentaje de aumento o de disminu-
cién corresponde a estos indices de variacion?:

a) 1,54 b)0,18 c) 0,05

d)2,2 e) 1,09 f) 3,5
17 vV Calcula mentalmente.

a) 10% de 340 b) 25% de 400

c) 75% de 4000 d) 150% de 200

Aplica lo aprendido

18 vVV ;Cudntas botellas de 3/4 de litro se pueden
llenar con un bidén de 30 litros de aceite?

19 vVV Con una botella de 3/4 de litro de perfume
podemos rellenar 25 frasquitos para regalar. ;Qué
fraccién de litro cabe en cada frasquito?

20 VVV Seis amigos se reparten los 3/7 de un premio,
y el resto lo entregan a una ONG. Si cada uno ha
recibido 22 €, ;cudl era el importe del premio?
:Cudnto donaron a la ONG?

21 vVV Si me como los 4/9 del bizcocho que he he-
cho con mi padre y él se come los 3/5 del resto,
¢qué fraccién del bizcocho ha comido mi padre?
¢Qué fraccién queda?

22 vV De los 25 estudiantes que hay en una clase,
tres han llegado, hoy, tarde. ;Cudl es porcentaje de
estudiantes que, hoy, han sido puntuales?

23 YUV En una encuesta realizada para valorar un
programa de radio, 224 personas lo aprueban. Si
estas son el 35% de las encuestadas, ;cudntas perso-
nas fueron consultadas?

24 vV Si el precio del alquiler de un piso es 410 €
mensuales y lo suben un 3%, ;cudl serd la nueva
mensualidad?

25 vVV El precio de un medicamento es 32 €. Con
una receta médica he pagado 9,60 €. ;Qué por-
centaje me han descontado?

26 vVV Una mezcla de cereales estd compuesta por
7/15 de trigo, 9/25 de avena y el resto de arroz.
a) ;Qué parte de arroz tiene la mezcla?
b) ;Qué cantidad de cada cereal habrd en 600 g de

mezcla?

27 vV Julia gast6 1/3 de su dinero en libros y 2/5 en
discos. Si le han sobrado 36 €, ;cudnto tenfa?

28 vVV De los 300 libros de una biblioteca, 1/6 son
de poesia; 180, de novela, y el resto, de historia.
sQué fraccién representan los libros de historia?

29 vVV En una papeleria hacen una rebaja del 15%
en todos los articulos. ;Cudl serd el precio que he-
mos de pagar por una cartera de 24 € y una calcu-

ladora de 18 €2

30 vVV Si el precio del abono transporte de una ciu-
dad subi6 el 12%, ;cudl era el precio anterior si

ahora cuesta 35,84 €2

31 YVV He pagado 187,2 € por un billete de avién
que costaba 240 €. ;Qué porcentaje de descuento
me hicieron?

32 vYVV He pagado 885 € por un articulo que costa-
ba 750 € sin IVA. ;Qué porcentaje de IVA me han
aplicado?

33 YVV La informacién nutricional de una marca de le-
che dice que en un litro hay 160 mg de calcio, que es
el 20% de la cantidad diaria recomendada. Calcula la
cantidad diaria de calcio que debe tomar una persona.




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

34 vvV Un comerciante compra 50 kg de naranjas a
1,20 € el kilo, y las vende ganando un 40%. Cal-
cula la cantidad recaudada por la venta de las na-
ranjas.

35 VvV Un tornillo tiene un paso de rosca de 5/8 de
milimetro. ;Cudntas vueltas hemos de dar para que
penetre 1,5 milimetros?

36 vYVV Un depésito de agua estd lleno hasta los 5/7
de su capacidad. Se necesitan todavia 380 litros pa-
ra completarlo. ;Cudl es la capacidad del depésito?

Resuelve problemas
37 VvV Ejercicio resuelto

De un depésito de agua, se saca la cuarta par-
tey, después, la sexta parte del resto, quedan-
do aiin 40 litros. ;Cudl es su capacidad?

——  Sacamos % Dividimos los % que nos

1
Rt 3 1
jg quedan en 6 partes — Z:6=§

_ Queda 1 - (% + %) = %’ que son 40 /.

@ |\

La capacidad es 405' 8 641

Autoevaluacion

1 Efectta y simplifica el resultado:

2_3(1-2),4. 2
3 50 9

2 De las entradas de un concierto se vendieron los 3/5
por internet y 3/4 del resto en la taquilla. Si quedaron
34 entradas sin vender, ;cudntas se pusieron a la venta?

3 a) Expresa en forma decimal estas fracciones:

5 13 11 35

8 6 3 11

b) Ordena esos niimeros de menor a mayor.

oroblemas

38 VvV Del dinero de una cuenta bancaria, retiramos
los 3/8 y, después, los 7/10 de lo que quedaba.

Si el saldo actual es de 1893 €, ;cudnto habia al
principio?

39 YVYV De un depésito de aceite, se vacia la mitad;
de lo que queda, se vacia otra vez la mitad; luego,

los 11/15 del resto, y al final quedan 36 £

:Cudntos litros habia al principio?

40 vvV El 70% de todos los asistentes a un congreso
son europeos, y los no europeos ascienden a 75. De
estos ultimos, la quinta parte son asidticos, un ter-
cio son africanos y el resto son americanos.

a) ;Cudntas personas asisten a ese congreso?

b) Calcula el nimero de asistentes de cada conti-
nente.

41 VvV Nos comprometimos a pagar en tres plazos
una lavadora que costaba 700 €.

En el primer plazo pagamos los 2/5 del total; en el
segundo, los 2/3 de lo quedaba por pagar y en el

tercero, el resto.

a) ;Qué parte del total tuvimos que pagar en el ter-
cer plazo?

b) Calcula la cantidad pagada en cada uno de los
dos primeros plazos.

4 Un programa de radio tenfa 130000 oyentes a prin-
cipios de afo. Hasta hoy, su audiencia ha aumentado
un 110%.

:Cudntos oyentes tiene ahora?

5 He comprado una camisa, que estaba rebajada un
25%, por 18 €.
¢Cudl era su precio inicial?

6 El abono mensual del autobus costaba 30 € y lo han
subido a 36 €.

¢Cudl ha sido el porcentaje de aumento?
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2Potencias U Ehake :

raices. NUmeros §
aproximados

Nuestro sistema de numeracién llegé a la civilizacién
occidental por medio de los drabes (siglo 1x), quienes,
a su vez, lo aprendieron de los indios entre los siglos
vir y viiL. Por eso, lo que hoy llamamos “numeracién
ardbiga” deberia llamarse “hindd” o “indoardbiga”.

Los antiguos indios fueron muy aficionados a los nd-
meros enormes. En su gran poema Mahabarata (si-
glo v1 a.C., aproximadamente), se cuenta que Buda
tuvo 6 - 10! hijos y se habla de 24 - 10" divinida-
des. Y una leyenda popular describe una batalla en la
que intervinieron 1040 monos.

Arqul'medes, gran matemdtico, ingeniero e inven-
tor griego (siglo 11 a.C.), con el fin de demostrar
que el nimero de granos de arena “no era infinito”,
se propuso escribir un nimero mayor que el nime-
ro de granos de arena que cabrian en el universo. Y
para ello escribié todo un libro, £/ Arenario, en el
que tuvo que inventar una nueva forma de escribir
ndimeros extraordinariamente grandes.
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DEBERAS RECORDAR

B Operaciones con potencias de base 10.

B Aproximacién de nimeros decimales: trunca-
miento y redondeo.




Potenciacion

Entrénate

1 Completa estos productos con los
exponentes que faltan:

a)3%1.3=3" b)25.22-2h
o) 45.43-4h g)ysh.52_56
e) 737N =75 f)43.4h - 46

2 Completa las siguientes divisiones
con los exponentes que faltan:

DD B=d b kb=
o ntint=nh d)2°:2h=24
) 31:34-32 f)57:5h-52

3 Completa estas potencias con los
exponentes que faltan:

a) (42)3 _ ﬂh b) (52)2 _ bh
c) (CS)S _ ch d) (23)h _ 6
e) (43)h — 412 ) (54)h 58

Ejercicio resuelto

Reducir a una sola potencia.

a)52.56.53  b)(23)4

Actividades

1 Calcula las siguientes divisiones como en el ejemplo:

153:53=(15:53=33=27
a) 16%: 84 b) 124 44
752 213
d)—= e) =
257 7

Il Potencias de exponente positivo

Las potencias de exponente entero positivo (1, 2, 3, ...

a =a a’=a-a-...-a
|
n veces
3
Por ¢jemplo: 81 =8, (=6)% = (=6) - (=6) - (=6) - (=6), (%) =%%%
Propiedades
@© a” - a"=a""" Por ejemplo: Bodt=aaa) @ aa-a=a"
@ (a-b)"=a"-b" Porejemplo: (a-b)>=(a-b)-(a-b)- (a-b)=
=@-a-a)-b-b-b)y=4a>-b
® @)'=am" Por ejemplo: (a?)3 = 2% - &% - & =
=(a-a)-@aa)- -(aa=a*3
m 6 6-4
@ Z—n=am_” Por ejemplo: % LA z Z Z; = ﬂl =404
A Por eiemplo: £ =4 .4 .4 _4-4a-a _ a4
®(b) b o cempie (b b5 bbb
a) 52 56 53 52+6+3 511 (Propiedad@)
b) (23)4 =234 =212 (Propiedad ®)
8
c)%=58_6=52 (Propiedad @)
5
)17i5 (%) 25 (Propiedad ®)
e) 2.5 =(2.5)7=10" (Propiedad @)

2 Reduce a una sola potencia.

6
325 04414 b c)%
c)32°:8
p 912 920510 p 12
4 33 35 .45

) son ficiles de interpretar:
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Il Potencias de exponente cero o negativo
La propiedad @ solo era vélida para 2 > n.
Veamos qué ocurriria si fuera m=n o m<

3
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. 3
Entrénate ﬂ—s =233 =40 Pero ﬂ—s = 1. Por tanto, tendria que ser =1,
1 Escribe en forma de fraccién: a a
)32 b)27 5! 3 3
a—5=a3*5=a*2. Pero %zuz% - 4*2=L2
2 Expresa como un entero: a @ AAAa-a g a
1 1 1
a) 32 b) 23 ©) 51 Estas igualdades nos sugieren la siguiente definicién:
3 Calcula. Si a4 es un nimero racional distinto de ceroy 7 es entero positivo:
a) a2’ b) 2% .4 01 a—”zl
x3 1 a”
C) ? d) x2 : x3
4 Calcula. Por ejemplo:
a) 43 . 472 b)32.373 62 Lz L_Z e (%)_5 - (%)5 %4 -2.34
942.22 B .5 6 6 3
e 6. 67 f)3°.37 Las propiedades que tenfamos para las potencias de exponente positivo también
son vilidas para potencias de exponentes enteros cualesquiera.
Actividades

6 Escribe como una potencia de base « y exponente
un ndmero entero:

3 Simplifica y completa los siguientes productos:

AN a\ (b)
AN by (4) . (2 6
a)(b b3 )(17) (ﬂ) 2) L b) £ Qat-a®
L3 8
a\? 4 a\ (a\3 d) 1 e) L £ _
<) 2 ﬁ d) (z) : (Z) 25 a3 4
4 Expresa como potencia de base 10 esta operacién vy, 7 Calcula:
después, halla su resultado: 2 23 b 1 9 ( 1 )—1
0,00001 : 10000000 372 5

5 Expresa como fraccién simplificada.

: o2
a) — b) 5_1 c) ﬂ_G 5
35

3\° 1 1\°
£)5.371.x72 d)(Z) ) (3'3)

d)471572 ) (3972




Raices exactas

Dos raices cuadradas

Observa:

3229, (-3)*=9
Por tanto, 9 tiene dos raices cuadra-
das: 3y -3.
Pero, jatencién!, cuando ponemos
V9 nos estamos refiriendo a la raiz
positiva, es decir, V9 = 3.

Andlogamente, 16 tiene dos raices
cuartas: 2y —2.

Pero W =2.

Ejercicio resuelto

Calcular las siguientes raices:

49
e
b)\4356

1000
64

s/ 1
N2

03

Actividades

1 Calcula las siguientes raices:
V8 b2 27
9Vs1 H12s 91000

Raices cuadradas
Como sabes, \25 = 5, porque 52 - 25.

, [25 5 5\2 5% 25
Anidlogamente, T porque (E) = ? =

Raices cubicas
Las raices ctibicas se comportan de forma similar a las raices cuadradas:
8 =2, porque 2° = 8
5/ 8 2 2P _ 2> 8
=, porque [—| = -
1000 10 10 103 1000

Otras raices
Del mismo modo, interpretamos raices de indice superior a 3:

Puesto que 25 =32, ‘5\/32 =2.
\/4 10000 = 10, porque 104 = 10000

. n
En general: si a = 4", entonces Yz = b.

A o _7
a) (Z) ~ 2 16 Por tanto, T

b) Puesto que piden V4356 , supondremos que 4356 es un cuadrado perfecto.

Para comprobarlo, lo descomponemos en factores primos: 4356 = 22.32.112

Es decir, 4356 = (2 - 3 - 11)? = 662. Por tanto, V4356 = 66.

¢) 1000 = 103, 64 = 43. Por tanto, \3 /% = 14—0
243 = 35. D ) I
d)243 = 3°. Por tanto 743 =3

2 Calcula las siguientes raices:

)16 )V625 b)243 343 d)¥1000000
h)3100 000 oVes HV128 V28561  h)10648
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Recuerda

Recuerda que para aproximar un
numero a un determinado orden de
unidades:

* Se suprimen todas las cifras de la

derecha de dicho orden.

e Si la primera cifra suprimida es
igual 0 mayor que cinco, se suma 1

a la cifra anterior.

Numero de cifras significativas

Las estimaciones que hacemos en
la vida corriente, sin 4nimo de que
sean muy precisas, tienen una o, a lo
sumo, dos cifras significativas:

“ESTAS CASAS CUESTAN CUATRO-
CIENTOS VEINTE MIL EUROS”

Una cantidad dada con tres cifras afi-
na mucho. Solo en la ciencia se ne-
cesitan precisiones de cuatro o mds
cifras.

e}
o
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£
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©
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©
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w
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Aproximaciones y errores

Los ntimeros decimales son especialmente utiles para expresar cantidades aproxi-
madas.

Bl Por qué usar numeros aproximados

Con mucha mds frecuencia de la que somos conscientes, usamos niimeros aproxi-
mados.

Lo hacemos, en general, por uno de estos motivos:

— o bien porque no es conveniente o no es necesario dar una cantidad exacta que
si conocemos,

— o bien porque, simplemente, no tenemos forma de medirla (o no la conoce-
mos) con exactitud.

Por ejemplo:

* Al comunicar (o comentar) que a alguien le han tocado 3527 834,56 € en la
. o . . €« . . » <« . . b2l
primitiva, diremos “tres millones y medio” o, acaso, “3 millones 528 mil euros
(no es necesario decir la cantidad exacta).

* Al medir la longitud de una mesa con una cinta métrica, nos aproximaremos
hasta los centimetros o, como mucho, a los milimetros (con una cinta métrica
no somos capaces de medir con mds exactitud).

Il Cifras significativas

La altura a la que vuela un avién se puede expresar de diversas formas (nos fijamos
en el nimero de cifras que usamos en cada caso):

9 km — solo una cifra
9,2 km — dos cifras
9200 m — cuatro cifras (;o, tal vez, solo dos?)
9246 m — cuatro cifras

Estd claro que cuantas mds cifras se utilizan con mds precisién se estd dando la
medida. Pero, a veces, no es conveniente dar demasiadas: jes razonable que la
altura de un avién se dé afinando hasta los metros?

Fijémonos ahora en la medicién 9200 m. ;Han querido ser exactos hasta los “me-
tros” o solo hasta los “cientos de metros”? Muy probablemente sea esto tltimo y,
en este caso, los dos ceros finales no son cifras significativas.

Se llaman cifras significativas aquellas con las que se expresa un nimero
aproximado. Solo deben utilizarse aquellas cuya exactitud nos conste.

Los ceros del final de un nimero no son cifras significativas si solo se han uti-
lizado para poder expresar la cantidad en la unidad deseada (9200 m en lugar
de 92 cientos de metros).




I Control del error cometido

Es claro que cuando damos una medida aproximada estamos cometiendo un
error, que consiste en la diferencia, en valor absoluto, entre el valor exacto (o real)
y el valor aproximado. Se llama error absoluto.

Error absoluto = |Valor real — Valor aproximado|

En general, el error absoluto es desconocido (porque no conocemos el valor real),
9,25 pero puede controlarse. Por ejemplo, al dar la altura del avién, 9,2 km, podemos
saber que el error cometido es menor que 0,05 km = 50 m, ya que si se da 9,2 es

+9,2 porque estd mds cerca de esta medida que de 9,1 y que de 9,3.
9,15 No es lo mismo cometer un error de 50 m al medir la altura de un avién, que al

medir la altura de un edificio o la altura de un satélite. Por eso se define el error

+91 relativo como el cociente entre el error absoluto y la medida exacta.

. Error absoluto
Error relativo =
Valor real
Cuantas mds cifras significativas se utilicen para dar la medida aproximada, me-
nor es el error relativo cometido.
Por ejemplo, si comparamos el error relativo de las mediciones 87 m, 5 km y
453 km, podemos asegurar que el menor error relativo se da en 453 km, ya que
en ella se utilizan tres cifras significativas.
Actividades

4 Expresa con dos cifras significativas estas cantidades:
a) Presupuesto de un club: 1843120 €.
b) Votos de un partido politico: 478235.
¢) Precio de una empresa: 15578 147 €.

1 ;Qué podemos decir del error absoluto y del error
relativo de estas mediciones?

a) Volumen de una bafera, 326 litros.

b) Volumen de una piscina, 326 m?>.

2 Compara el error relativo cometido al hacer las si- d) Tamafo de un 4caro: 1,083 mm.

guientes pesadas:
a) Una ballena, 37 toneladas.
b) Un pavo, 3 kg.

5 ;En cudl de las aproximaciones dadas se comete me-
nos error absoluto?

14 4,6
Q) —=

2,44
b)V6 = ’
3 47 e <

2,45

3 Aproxima al orden de la unidad indicada:

a) 2,3148 a las centésimas. 6 Calcula el error absoluto cometido en cada caso:

b) 43,18 a las unidades. CANTIDAD REAL | CANTIDAD APROXIMADA
¢) 0,00372 a las milésimas. PRECIO DE
N CoeHE 12387 € 12400 €
d) 13 847 a las centenas. TIEMPO DE UNA . _
81,4 min 80 min
4 723 a los millares CARRERA
) ) DISTANCIA ENTRE
L. ot B 13,278 km 13,3 km
) 37,9532 a las décimas.
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Notacion cientifica

Entrénate

1 Expresa como potencias enteras de
base 10.

2)100000
b)10
€)10000000

Los niimeros siguientes estan puestos en notacién cientifica:

3,56 - 1013 (= 35600000 000 000)
13 cifras

9,207 - 1071 (= 0,0000000000000009207)

16 cifras

La notacién cientifica tiene sobre la usual la siguiente ventaja: las cifras se nos
dan contadas, con lo que el orden de magnitud del nimero es evidente. Esta no-
tacién es util, sobre todo, para expresar nimeros muy grandes o muy pequefos.

Un ntimero puesto en notacién cientifica consta de:

* Una parte entera formada por una sola cifra que no es el cero (la de las unidades).

¢ El resto de las cifras significativas, si las hay, puestas como parte decimal.

2 Expresa como potencias enteras de

* Una potencia de base 10 que da el orden de magnitud del nimero.

base 10.
2)0,001
b)0,1 Nza,bcd...-ﬁ
©)0,000001 ! T\
3 Escribe con todas sus cifras. PARTE ENTERA (SOLO UNA CIFRA)  PARTE DECIMAL POTENCIA ENTERA DE BASE 10
2)2,3-10°  b)6,8-1074 « »
) ) Si 7 es positivo, el nimero N es “grande”.
0 1,94-107 d)2,26-1078
Y si 7 es negativo, entonces N es “pequefio”.
Actividades

1 Escribe estos ndimeros con todas sus cifras:

a)4-107 b)s- 107 ) 9,73 - 108
d)8,5-107° e) 3,810 f)1,5-107
2 Opera y expresa el resultado como una potencia de
base 10:

a) 1000 -
b) 1000 -

c) 1000:0,01

d) 1000 : 0,000001
e) 1000 - 0,000001
f) 0,0001 - 0,01

g) 0,0001 : 0,01

100000
0,01

3 Escribe estos nimeros en notacién cientifica:

a) 13800000 b) 0,000005
c) 4800000000 d) 0,0000173

4 Escribe estos niimeros en notacién cientifica:
2) 27800000 b) 950 000 000 000
c) 0,00057 d) 0,00000000136

5 Expresa en notacién cientifica.
a) Distancia Tierra-Sol: 150000 000 km.
b) Caudal de una catarata: 1200000 //s.
¢) Velocidad de la luz: 300000 000 m/s.
d) Emisién de CO,: 54900000000 kg.




PREFIJOS PARA ORDENES DE UNIDADES

tera 10'2
giga 10°
mega 10°

kilo 103
hecto 10?
deca 10

deci 107!
centi 1072

mili 1073
micro 10°°
nano 1077

Ejercicios resueltos
a) (3,214 -107) . (7,2 - 10'%)
b) 3,214 - 107
7,2 - 1015
03,2-108+7,3.10714 -
- 4,552 .108

Actividades

6 Calcula:
a) (3,25 - 107) - (9,35 - 10719)
b) (5,73 - 10%) + (=3,2 - 10°)
7 Efectta con la calculadora:
a) (2,5-107) - (8- 10%)
b)(5-1073): (8- 109
o) (7,4-1013) . (5-107°)

Il Calculadora para notacién cientifica

Las teclas para poner el exponente en una notacién cientifica son, dependiendo
del modelo de calculadora, &9 o xo9.

Interpretacion

Cuando la calculadora obtiene un resultado con mis cifras de las que caben
en su pantalla, recurre a la notacién cientifica. Por ejemplo:

123000000 (<) 45000 (=) 5.535uxm'?
0,000123 (=) 50000 (=)

Escritura
Para poner 5,74 - 10%, hacemos: 5,74 & 9 [o bien 5,74 9]
Para poner 2,95 - 10713, hacemos: 2,95 13 [0 bien 2,95 13]

Operaciones

Las operaciones se encadenan como si fueran ndmeros cualesquiera. La pro-
pia calculadora, al presionar la tecla (=), da el resultado en forma cientifica.

2)3,21469 560 72609 15 2.31408xn")

b)3,214 89 560 7,20 153 (4. 4638889 02"

03269 8@ 7,389 143 4,552 @) 8 =) [ - 1.35¢2 9

Si los nimeros que queremos sumar son muy diferentes en orden de mag-
nitud, el resultado que muestra la calculadora es de orden igual al mayor de
ellos.

Por ejemplo: 7,32 @9 4 (+) 5,35 B9 17 & | 5.35:m"

8 Efecttia con la calculadora:
a) (2-10%) - (3-102)
b)(1,5-107) - (2-107)
0 (3,4-107%).(2-10")
d)(8-10%):(2-10")

e) (9-107):(3-10)
f)(4,4-10%:(2-107)
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Ejercicios

Opera y calcula
Potencias y raices

1 vVV Calcula las potencias siguientes:

a) (-3)° b) (-2)* 0 (-2)7?
d)-3? e) —471 f) (1)~
1\ 1\72 ~ (410
o[ v-3 ) (3]
2 vV Calcula.
a) 372 b) 23 057!
1 1 1
)5 ) 5 =
3 vVV Calcula.
a) 43 . 472 b)3%.373 0 4%2.272
d)5>-54% o6t.674 f)3°.372
4 vV Opera.
a) a2’ b)a%. 4° Jal.ad
’ 1 1
d X e) f) =
4 2 3 2

5 YVV Opera y simplifica los siguientes productos:

a\ bt a\V (b))
Wi vl
a\® 4t a\V’ (a\?
Wil 5 ol (3]
6 vVV Expresa como potencia Unica.
34 2-5 2-3\-1

7 VYV Calcula.

) 16
2) V16 b) 72
c)3% =T

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

8 vVV Calcula las siguientes raices:

a) V64 b)216
) V14400 d)3 %

3| 64 313375
9\ 7216 D\ To00

9 YVV Justifica si son ciertas o no las siguientes fra-

SEs:

a) Como (=5)? = 25, entonces V25 = 5.
b) -5 es una raiz cuadrada de 25.
c) 81 tiene dos raices cuadradas: 3 y 3.

d) 27 tiene dos raices cubicas: 3 y —3.

Notacion cientifica

10 vvV Di cudl debe ser el valor de 7 para que se

11

verifique la igualdad en cada caso:
a) 3570000 = 3,57 - 10”

b) 0,000083 = 8,3 - 10"

) 157,4-10° = 1,574 - 10”
d)93,8 107 = 9,38 - 10"

e) 14700 - 10° = 1,47 - 10”

£) 0,003 - 108 = 3 - 10"

VVV Efectda estas operaciones con la calculadora:
a) 3,610 -4 . 10"

b)5-10”+ 8,110

c)8-10%-5.107

d)5,32-107%+8.10°°

Aplica lo aprendido

12 vV Si la edad del Sol es 5 - 10? afos, y la de la

Tierra, 4600 millones de afos, ;cudl de los dos es
mads viejo?
Calcula la diferencia entre la edad del Sol y la de la

Tierra y exprésala en notacién cientifica y en millo-
nes de afnos.




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

13 VVV Si una persona respira unas 15 veces por mi-
nuto, jcudntas veces habrd respirado esa persona si
vive hasta los 80 afios?

14 vV El nimero estimado de estrellas de nuestra
galaxia es de 1,1 - 10t y el niimero estimado de
galaxias en el universo es de 1,2 - 1012, Si supone-
mos que, en todas las galaxias, el nimero de estre-
llas es aproximadamente el mismo, ;cudl serd el nd-
mero de estrellas en el universo?

15 vVV En un gramo de arena hay alrededor de 250
granos. ;Cudntos granos habrd en un contenedor
en el que hay una tonelada de arena?

16 vVV El volumen de una gota de agua es 1/4 de
mililitro, aproximadamente. ;Cudntas gotas habrd
en un depésito que contiene 1 m? de agua?

17 vvV El didmetro de un virus es 5 - 1074 mm.
:Cudntos de esos virus son necesarios para rodear la
Tierra? (Radio medio de la Tierra: 6370 km).

18 vVV El presupuesto en educacién de una comuni-
dad auténoma ha pasado de 8,4 - 10°€a1,3.-10’ €

en tres anos.

Cudl ha sido la variacién porcentual?

Autoevaluacion

1 Calcula:
a) 5° b)32
o) (-2)3 5"

2 Simplifica:
a) (372.3%3 b)5%: 572

3 Calcula aplicando la definicién:
2) \-8 b) V81
4 Expresa en notacién cientifica:

a) 234000000 b) 0,000075

o) ¥1/32

oroblemas

19 vVvV En Espana se consumen, aproximadamente,
7,2 millones de toneladas de papel al afio.

sCudl es el consumo anual per cdpita? (Poblacién

de Espana: 45 millones).

20 vV Los veterinarios estiman que el 5% de la po-
blacién mundial tiene un perro.

Seglin esta estimacién, ;cudntos perros hay en el
8 é p y
mundo? (Poblacién mundial: 6,8 - 102 habitantes).

21 VvV La velocidad de la luz es 3 - 108 m/s. Un aio
luz es la distancia que recorre la luz en un ano.

a) ;Qué distancia recorre la luz del Sol en un afo?

b) ;Cudnto tarda la luz del Sol en llegar a Plutén?
(Distancia del Sol a Plutén: 5,914 - 10° km).

c) La estrella Alfa-Centauro estd a 4,3 anos luz de
la Tierra. Expresa en kilémetros esa distancia.

22 VvV En un reloj que mide el crecimiento de la po-
blacién mundial, observo que aument6 en 518
personas en 30 minutos.

Si se mantiene ese ritmo de crecimiento, ;cudndo
llegaremos a 7 mil millones? (Poblacién mundial:

6,8 - 10%).

5 Escribe con todas las cifras:
a) 5,2-10° b)8.107
6 Efecttia con la calculadora:
a) (3,5-107)-(8-1071)
b) (9,6-10%) : (3,2 - 10'%)
0 (2,7-10% +(3,3-107)
7 La poblacién mundial estd estimada en 6,8 - 107, y

el ndmero de internautas es, aproximadamente, de
1600 millones de personas.

:Qué porcentaje de la poblacién mundial utiliza in-
ternet?
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3Progresiones

Las progresiones geométricas fueron tratadas por pri-
mera vez, de forma rigurosa, por Euclides, matemd-
tico griego del siglo 11 a.C. Fue el fundador y primer
director de la gran escuela matemadtica de Alejandria,
donde escribié su monumental obra Elementos, que
consta de 13 libros en los que se desarroll6 sobre
todo la geometria, pero cuatro de ellos los dedicé a la
aritmética. En uno de estos, el IX, trat6 las progresio-
nes geométricas. Aunque sus resultados son similares

alos que se exponen en esta unidad, la nomenclatura
era muy distinta. Incluso cambia el nombre: Eucli-
des las llamé proporciones continuas.

En el siglo 1, Nicémaco recopilé lo que entonces se
sabfa de aritmética, casi todo conocido desde Eucli-
des. Aunque sus aportaciones fueron escasas, en su
obra incluyé el estudio de las progresiones aritméti-

cas, que no trat6 Euclides cuatrocientos anos antes.

Hay que esperar hasta el siglo x111 para que aparezca
la sucesién mds conocida de la historia, la de Fibo-
nacci:

112358 13 21 34

Su autor, Leonardo de Pisa (hijo de Bonaccio: Fi-
bonacci), la describié en su Liber Abaci, en un con-
texto de descendencia de conejos: “Cudntas parejas
de conejos se producirdn en un ano, comenzando
por una pareja Unica, si cada mes cualquier pareja
engendra otra pareja que se reproduce, a su vez, des-
de el segundo mes”.
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DEBERAS RECORDAR

B Cémo se usan el “factor constante” y el “suman-
do constante” con la calculadora.

M Algunas propiedades de potencias y de raices.




Sucesiones

A cudl de las sucesiones de la derecha
corresponde esta torre?

Entrénate

1 Afade tres términos mas a cada
una de las siguientes sucesiones:

a) 12, 14, 16, 18, ...
b) 25, 20, 15, 10, ...
97,3 -1,-5,...

d)-13,-8,-3,2, ...

2 Escribe el octavo término de cada
una de estas sucesiones, de las que
conocemos sus cuatro primeros
términos:

a)a;=2,ay=4,a3=8,a;=16
b)bl=15,bz=9,b3=3,b4=—3

Las sucesiones son conjuntos de nimeros (u otros objetos) dados ordenadamen-
te. Por ejemplo:

a)1,5,9,13,17, ...

b) 170, 120, 70, 20, -30, —80, ...
) 2,4,8,16,32, 64, ...
d)1,-3,9,-27,81,-243, ...
e1,1,2,3,5,8, ...

f) 1,4,9, 16,25, 36, ...

Cada una de las sucesiones anteriores se construye siguiendo un cierto criterio.
Algunos son evidentes:

— Sumar siempre la misma cantidad.

— Multiplicar siempre por la misma cantidad.

Otros son menos evidentes:

— Cada término se obtiene sumando los dos anteriores.

— Cada término se obtiene elevando al cuadrado el nimero que indica su posi-
cion.

A los elementos de la sucesién los llamamos términos. Podemos referirnos al pri-

mer término, al segundo término, al tercer término... de una sucesién ¢, pero es
mds cémodo llamarlos ¢y, ¢y, ¢3, ...

Asi, por ejemplo, para indicar que en la primera sucesién la diferencia de cada
término al anterior es 4, podemos escribir:

y—ay=a3—ay=a;—dz=...=4

Se llama sucesién a un conjunto de niimeros dados ordenadamente de modo
que se puedan numerar: primero, segundo, tercero...

Los elementos de la sucesion se llaman términos y se suelen designar median-
te una letra con subindice. El subindice de cada elemento indica el lugar que
ocupa en la sucesién:

S1> 525 53, S4> 55, 56, 000

1 Anade tres términos mds a cada una de las siguientes 2 Escribe el octavo término de cada una de estas suce-

Actividades
sucesiones:
111 1
T)Z’E)E)H- b)
c3,6,12, 24, ... d)

1
2
1,3

siones:

2 3 4
g Z;,... a)dl=1,2;ﬂ2=2,3;d3=3,4;ﬂ4=4,5;...

b)by =1, by =3, by =9, by =—27
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Entrénate

1 Escribe los cuatro primeros térmi-
nos de cada sucesion:

a,=7n-10
b,=43-13n
¢,=(-1)"- n*
2 Halla el término general de las si-
guientes sucesiones:
a) 3,9,27,81, ...
b)V1,V2,V3,V4, ...
0 4,56,7,...
d)1,3,57, ..

Actividades

3 Escribe los cuatro primeros términos y el décimo de
cada una de las siguientes sucesiones:

Il Término general de una sucesion

A veces, podemos encontrar una expresiéon que sirve para obtener un término
cualquiera de la sucesién con solo saber el lugar que este ocupa.

Por ejemplo, para la sucesidén a) 1, 5,9, 13, 17, ... de la pdgina anterior, encon-
tramos la expresién 4, = 4n — 3, pues dindole a 7 los valores 1, 2, 3, 4, ...,
obtenemos los términos a;, a,, a3, ay, ...

a,=4n—3 es el término general de esta sucesion.

Se llama término general de una sucesién s (y se simboliza con s,) ala ex-
presién que representa un término cualquiera de esta.

Hay sucesiones cuyo término general puede expresarse mediante una férmu-
la, 5, = f(n), enla cual, dindole a 7 un cierto valor, se obtiene el término
correspondiente.

Las sucesiones que habitualmente manejaremos estardn formadas siguiendo al-
gun criterio. Algunas vendrdn dadas por su término general o serd ficil obtenerlo.
Pero en otras, cada término se obtendrd operando con los anteriores.

Las sucesiones cuyos términos se obtienen a partir de los anteriores se dice
que estdn dadas en forma recurrente.

Por ejemplo, en la sucesiéne) 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., cada término es la suma de los
dos anteriores, ¢,=¢, | +e,_».

6 ;Cudl es el término general de estas sucesiones?

gL L 1L 1 pl 23 4
a =2n—5 b =5.2n_] 5’1()’ 15’201 2)37 415)...
” gn _5 7 ;Cudl es el término general de estas sucesiones?
c, =4+ d==1)""1.»n
n 2 " )0 123 b)3, 6, 11, 18, 27
2’ 4, 6) 8’ e b b b b ) e

4 Calcula los términos que se piden en cada una de es-

tas sucesiones:

3n-2

a, = nn — ds, 419 Y 4190
_2”

bn=% = by by y by

c,=39-17n — ¢, ¢4 5 15

d,=(\2)" = dy, dg y dyy

5 Halla el término general de las siguientes sucesiones:

S b)7, 14, 21, 28, ...

0-1,2,7,14,23, ... d) 12, 14, 16, 18, ...

e) 25, 20, 15, 10, ... £)6,12,24, 48, ...

8 Descubre la ley de recurrencia y afiade un nuevo tér-
mino a cada una de las siguientes sucesiones:

a) 1, -4, 5,-9, 14, -23, ... (Diferencia)

b)1, 2, 3,6, 11, 20, ...
(Relaciona cada elemento con los tres anteriores)

o) 1;2; 1,5; 1,75; ... (Semisuma)
d)1,2,2,1,1/2,1/2, 1, ... (Cociente)




Con calculadora

Anade cuatro términos a cada una de
las sucesiones de la derecha. Si deci-
mos que en a) la diferencia es 3, ;cudl
serd la diferencia en las demds?

Con calculadora de pantalla sencilla
generamos las sucesiones asi:

)3HH2EEEEE ...

b)20 HH 120 EEEEE ...
02EH® IFIEEEE ...
d) 0,04 () 5,83 HEHEHE) ...

Y con calculadora de pantalla des-
criptiva, asi:

) 268EH3EEEE ...
b) 120 =)+ 20 == ...
9 9IEFEHM2E3EE ...
d) 5,83 &) 0,04 HEHE ...

Actividades

1 Asocia cada una de las siguientes progresiones arit-
méticas I, II, IIT y IV con su término general:

II) -8, -12, -16, =20, ...
V) -1,5; 05 1,5; 3; ...
b,=7n-4

d ——bn_4

D) 3,10, 17, 24, ...
I1I) 14, 11, 8, 5, ...
a,=-3n+17
c,=157n-3

2 Determina el término general de las progresiones
aritméticas de las que conocemos:

a)ﬂlzll;d:3

Progresiones aritméticas

Observa las siguientes sucesiones:
a)2,5,8,11, 14,17, ...

b) 120, 140, 160, 180, 200, 220, ...
09,7,53,1,-1,-3,-5, ...

d) 5,83; 5,87; 5,915 5,95; 5,99; 6,03; ...

A estas sucesiones se las llama progresiones aritméticas.

Una progresién aritmética es una sucesion en la que se pasa de cada término
al siguiente sumando un mismo nimero (positivo o negativo), al que se llama
diferencia, 4, de la progresién.

Il Obtencidn del término general

Una progresién aritmética queda perfectamente determinada si conocemos el
primer término y la diferencia. Por ejemplo, en la progresién a) de arriba, a; =2
y d=3. ;Cémo hallarfamos el término 1002

— DPara pasar del #; al 4,45, hemos de dar 99 pasos.
— Cada paso supone aumentar 3 unidades.

— Por tanto, para pasar del término #; al 4y, aumentamos 99 - 3 = 297
unidades.

— Es decir, a5y =2 +297 = 299.

El término general z, de una progresion aritmética cuyo primer término es
a; y cuya diferencia es 4 se obtiene razonando asi:

Para pasar de @; a 4, damos 7 —1 pasos de amplitud 4. Por tanto:

a,=a;+(n—1)-d

3 Determina el término general de las progresiones
aritméticas de las que conocemos:

a)ﬂz=_7;d=—4 b)é2=3/2;d=1

4 Halla el término general de las siguientes progresio-
nes aritméticas:

a) 25, 20, 15, 10, ...
b)7,3,-1,-5, ...
c)-10,-7, -4, -1, ...
d)-8,-12,-16, 20, ...
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Bl Suma de los términos de una progresion aritmética
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10 Los niimeros naturales forman una progresion aritmética de diferencia 4 = 1.
10(9(8|7|6[5[4]3|2]1 Veamos cémo obtenemos la suma de los diez primeros términos; es decir, la suma
1+2+3+...+10:

Sjo= 1+ 2+ 3+4+5+6+7+8+ 9+10
S10=10+ 9+ 8+7+6+5+4+3+ 2+ 1

S 28;0=11+11+11+

+11+11

1011 _
2

55

10-11
S0 = 5
Esta forma simplificada de proceder se debe a la siguiente propiedad:
En una progresién aritmética de # términos, los términos equidistantes de los
extremos suman lo mismo.
Lasuma S,=a;+ay+a3+ ... +a, ;| +a, delos n primeros términos de
una progresion aritmética es:
g _ (a, +a,) -n
s A
2
Actividades

5 Calcula la suma de los treinta primeros términos de
las siguientes progresiones aritméticas:

Aay=3ay=10;a3=1,7;a5=24; ..;a,=7n—-4

b)by = 11, by = 14, by =17, b; =20, ...; b, =3n+8
Qe =-10,00=-7,c5=4,¢4=-1,..5¢,=3n-13
ddy=7,d,=3,dy=-1,d3=-5, ...;d,=—4n + 11

6 Calcula la suma de los veinte primeros términos de
las siguientes progresiones aritméticas:

b)b,=-4n—4
d)d,=15n-3

a)a,=2n-7
c)c,=-3n+17

7 Calcula la suma de los once primeros términos de las
siguientes progresiones aritméticas:

b)bl =4, b2=7
dydy=10,d, =16

a)a,=6-—n

e =12,¢4=18

8 Halla la suma de todos los niimeros pares menores

que cien: 2, 4,6, 8, ..., 98.
9 En una progresién aritmética conocemos su sexto
término, ag = 13, y la diferencia, d = -3.

Calcula el primer término y la suma de los quince
primeros términos.

10 En una progresién aritmética, @y =5y a,=7.
Calcula el término que ocupa el lugar 40, a4, y la
suma de los primeros cuarenta términos, Sj.

11 En una progresién aritmética, b, =5 y b, = 12.
Calcula la suma de los 32 primeros términos, S;,.

12 El primer término de una progresién aritmética es
¢y =17 yel quinto es ¢5 =9. Hallala suma S,

13 Los primeros términos de una progresién aritméti-
cason a, =4, a,="7. Halla esta suma:

6110+ﬂll +6112+ e +ﬂl9+ﬂzo




Con calculadora

Anade dos términos a cada una de las
progresiones a), b), ¢) de la derecha.

Obtén nuevamente, con la calcula-
dora, las tres progresiones geométri-
cas usando el factor constante.

Por ¢jemplo, para a):

2HE3E E 66 G ..
Ll il
6 12 24 48 96

O bien, con la calculadora de panta-
lla descriptiva:

3IEX200603 ...
Vi

()

44

—_
[\S]
[\e]
o

Entrénate

1 Asocia cada una de las progresio-
nes geométricas I, II y III con su
término general:

1) 125, 50, 20, ...

11) 1000, 800, 640, ...
III) 1000; 160; 25,6; ...
a,=1000-(0,16)" !
b,=125.(0,4)""!

¢, = 1000 - (0,8)” !

2 Halla el término general de estas
8
progresiones geométricas:

a)a =4,r=3

b) bl = 37 r= —2

Qe =57r=5

d)d =-2,r=1/3
Actividades

1 En las siguientes progresiones geométricas, calcula el

término que se pide:
a)a; =5r=2—>a

c) ¢y =10,7=0,1 = ¢5

Progresiones geométricas

Observa las siguientes sucesiones:

a) 3, 6, 12, 24, 48, 96, ... Cada término se obtiene multiplicando el anterior
por 2. Se trata de una progresiéon geométrica de razén 2.

b) 3, 30, 300, 3000, ... Es una progresién geométrica de razén 10.
c) 80; —40; 20; —10; 5; —2,5; ... Progresién geométrica de razén —1/2 = -0,5

Una progresién geométrica es una sucesion en la que se pasa de cada térmi-
no al siguiente multiplicando por un niimero fijo, 7, llamado razén.

Il Obtencion del término general

Una progresién geométrica queda completamente definida si conocemos el pri-
mer término y la razén. Por ejemplo, en la progresién a), el primer término es
a; =3 ylarazénes r=2. ;Cémo hallarfamos el término 25?

— Para pasar del #; al 4,5, hemos de dar 24 pasos.

— Cada paso supone multiplicar por 2. Por tanto, para pasar del #; al 2,5 ha-
bremos de multiplicar veinticuatro veces por 2; es decir, por 224,

— Asi, ay5=3-2%4=3.16777216 = 50331 648.

El término general #, de una progresién geométrica cuyo primer término es
a; y cuyarazén es r se obtiene razonando del siguiente modo:

Para pasar de #; a @, hemos de dar 7 — 1 pasos. Cada paso consiste en

multiplicar por 7. Por tanto:

_ n—1
a,=day-r

Problema resuelto
1. Los dos primeros términos de una progresién geométrica son a; = 250
y a, =300. Calcular 7, ag y a,.

300
=a;-r — 300=250.r = r=—-=1,2
ay=ay-r 3 50 -7 7= 550

ay =250, a, =300, a3 =360, a;=432, a5=518,4; a5=0622,08

TERMINO GENERAL: 4, = 250 - 1,271

2 Calcula el término general de las siguientes progre-
siones geométricas:

2.2 2 2

b)bl=1/2,7=_2%b7 3)5)50,500,5000,... b)g,g,ﬁ,g—l,...
15 45 135

d)d1=15,r=1/2—>618 C)—3,6,—12,24,... d)S,T,T,T,...
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oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Ejercicios

Practica

Sucesiones: formacion, término general Progresiones aritmeticas

5 vVV En las siguientes progresiones aritméticas,

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 3.° ESO. Material fotocopiable autorizado.

1 vV Escribe los cinco primeros términos de las si-
guientes sucesiones:

a) Cada término se obtiene sumando 7 al anterior.
El primero es —10.

b) El primer término es 0,1. Los demds se obtienen
multiplicando el anterior por 2.

¢) El primero es 2; el segundo, 4, y los siguientes, la

semisuma de los dos anteriores.

2 vV Escribe los términos @;y y a5 de las si-
guientes sucesiones:

calcula el término que se pide:

Aa =5 d=4 = ag

b)by=-3, d=-2 = by,

e =4 6=7 =

d)d, =12, dy=18 — dy

e) e, =10, e4=16 = ¢

VvV Calcula la diferencia de las siguientes progre-

siones aritméticas en las que conocemos dos térmi-
nos:

a)an:Sn—l a)a1=7, ﬂ10=34
n?+1

b)b, = 3 b)by =3, bg=15
c)cz=8, ¢;; =16

96, = (1) + L o

n
1) 7 vV Escribe los cinco primeros términosy @, de
d)d, =1+ 70 las siguientes progresiones aritméticas:

e)e,=n(n—1)

Aa; =15 d=2

b)ﬂl = 32; d= _5
f)fzn;z Qa =5 d=05
" n+2
d)a; =-3; d=-4
3 vV Escribe los cinco primeros términos de la si-
8 vV Halla, en cada caso, el término general y cal-

guiente sucesion:

a; =1 a,=2a, |+3

4 V'V Averigua el criterio con el que se ha formado
cada una de las siguientes sucesiones:

a) 117 97 77 57 (XY

cula, después, a5:
a) 25,18, 11,4, ...
b)-13,-11,-9, -7, ...
c) 1,4;1,9;2,4;29; ...
d)-3,-8,-13, 18, ...

111 1
)_)_)_)_3--- . . .
24 816 9 vV Calcula la suma de los veinte primeros térmi-
) 2,5; 2,9; 3,3; 3,7; ... nos de las siguientes progresiones aritméticas:
d)llll 3)611=5; d=2
2374 b)a, =-1; ay=-7
e)8,12,18,27, ... ¢) Los niimeros pares.
f)o,3,8,15, ... d) Los multiplos de 3.




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Progresiones geométricas

10 vV Escribe los cinco primeros términos de las si-
guientes progresiones geométricas:

a)a; =0,3; r=2

1
b)a,=-3; r==
)a, r=>
c) a; =200; r=-0,1
1
d)a; =—; r=
) a T 3

11 vV Halla, en cada una de las sucesiones siguien-
tes, el término general:

a) 20; 8; 3,2; 1,28; ...

b) 40, 20, 10, 5, ...

c) 6; =95 13,5; -20,25; ...
d)0,48; 4,8; 48; 480; ...

Resuelve problemas

12 vvV En un teatro, la primera fila dista del escena-
rio 4,5 m, y la octava, 9,75 m.

a) ;Cudl es la distancia entre dos filas?

b) ;A qué distancia del escenario estd la fila 17?

Autoevaluacion

1 Escribe, en cada caso, los cinco primeros términos de
las sucesiones cuyo término general es:

a)a,=3n-2

b)a,=2""1
n+1

9 4, = 2n

2 Anade un nuevo término a cada una de las progresio-
nes siguientes. Después, escribe el término general de
cada una:

a) 7,10, 13, 16, ...
b) 1,3,9,27, ..

oroblemas

13 VvV Para preparar una carrera, un deportista co-
mienza corriendo 3 km y aumenta 1,5 km su re-
corrido cada dia.

:Cudntos dias tiene que entrenar para llegar a hacer
un recorrido de 15 km?

14 vvV En el ano 1986 fue visto el cometa Halley
desde la Tierra, a la que se acerca cada 76 afos. Es-
ta era la cuarta vez que nos visitaba desde que el
astrénomo Halley lo descubrid.

a) ;En qué afio fue descubierto?

b) ;Cudndo serd visto en el siglo xx1?

15 vvV La dosis de un medicamento es 100 mg el
primer dia y 5 mg menos cada uno de los siguien-
tes. El tratamiento dura 12 dias.

:Cudntos miligramos tiene que tomar el enfermo
durante todo el tratamiento?

16 vvV Un tipo de bacteria se reproduce por biparti-
cién cada cuarto de hora. ;Cudntas bacterias habrd

después de 6 horas?

17 vvV La poblacién de un cierto pais aumenta por
término medio un 2,5% anual. Si la poblacién ac-
tual es de 3 millones, ;cudl serd dentro de 10 afos?

2 En una progresién aritmética conocemos a; = 13 y
a4 = 4. Escribe su término 4, y el término general.

4 De una progresién geométrica sabemos que el pri-
mer término es igual a 5 y que la razén es 2. Escribe
el cuarto término y el término general.

5 Por el alquiler de un local pagamos 3 000 € el pri-
mer afno. En el contrato figura que habrd una subida
de 100 € al ano.

a) ;Cudnto pagaremos el décimo afio?

b) Calcula la cantidad total que pagaremos durante
esos 10 anos.
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4EI lenguaje

algebraico

Los problemas algebraicos estin presentes en todas
las antiguas civilizaciones, casi siempre ligados a si-
tuaciones cotidianas: repartos, herencias, particion
de terrenos, cdlculo de superficies. ..

Sin perder su componente utilitaria, el estudio te6ri-
co del dlgebra fue avanzando, de modo que la histo-
ria de su desarrollo fue la mejora del simbolismo y la
sistematizacién en la resolucién de ecuaciones.

En el siglo 111, Diofanto de Alejandria inventé una
notacién simbélica que, aunque rudimentaria, supu-
so un importante progreso.

En el siglo 1x, el mdximo exponente de la matemad-
tica drabe fue Al-Jwarizmi. Escribié un manual que
tuvo una gran influencia en todo el mundo civiliza-
do, incluso siglos después. Se le puede considerar el
<« b2l ’ . .

padre” del dlgebra como ciencia.

Los europeos aprendieron de los drabes, del mismo
modo que estos habian aprendido de los griegos y de
los indios. El desarrollo del dlgebra no fue uniforme
en Europa y cabe destacar la escuela de algebristas
italianos del siglo xv1.

El dlgebra, tal como la conocemos hoy, terminé de
evolucionar con los estudios de los franceses Vieta
(finales del siglo xv1) y Descartes (siglo xvir).

Un ejemplo del largo camino que hubo que transitar
hasta llegar a un simbolismo eficaz es el nombre que
se le dio a la incégnita: los egipcios la llamaron “el
montdn”, y los drabes, “la cosa”. Esta nomenclatura
pasé a Europa, donde al dlgebra se la llegé a denomi-
nar “el arte de la cosa” o “el arte cdsico”.

Yla x, de dénde viene? “Cosa”, en drabe, se pro-
nuncia “xay” y asi fue transcrita al castellano. Poco a
poco fue sustituida por su letra inicial.

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 3.° ESO. Material fotocopiable autorizado.




Entrénate

1 Indica, de estas expresiones alge-
braicas, cudles son identidades y
cuales ecuaciones:

a)2x+3=8
b) 2(x+3)=2x+6
O x+5-(1-x)=x?—x+4

Dxl-x+d=x+4

Ejercicio resuelto

Expresar algebraicamente:

a) El triple de un niimero menos
cuatro unidades.

b)El triple del resultado de res-
tarle cuatro unidades a un ni-
mero.

c) El perimetro de un rectingulo
es 60 cm y uno de sus lados es
el triple del otro.

Actividades

1 Describe mediante una expresién algebraica los

enunciados siguientes:

a) El doble de un ndmero.

b) El doble de un niimero menos su tercera parte.
¢) Sumar tres unidades a un ndmero.

d) El doble del resultado de sumarle tres unidades a

un numero.

Expresiones algebraicas

Trabajar en dlgebra consiste en manejar relaciones numéricas en las que una o
mids cantidades son desconocidas. Estas cantidades se llaman variables o incég-
nitas y se representan por letras.

Al traducir al lenguaje algebraico los términos de un problema, se obtienen ex-
presiones algebraicas.

Hay expresiones algebraicas de muy distinto tipo:
* Monomios: 7x>, —%x, 472 (superficie de la esfera)

* Polinomios: 5x% + x2— 11, 2mrh + 2mr? (4rea total del cilindro)

Algunas expresiones algebraicas contienen el signo “=”:

* Identidades: 5(x + 4) = 5x + 20. La segunda parte de la igualdad se consigue
operando en la primera.

* Ecuaciones: 5(x + 4) = x + 44. La igualdad solo es cierta para algtn valor de
la incégnita x. En este caso, para x = 0.

a) El triple de un niimero — 3x

El triple de un nimero menos cuatro unidades — 3x—4
b) Quitarle a un niimero cuatro unidades — x—4

El triple del anterior resultado — 3(x — 4)

9 x- El rectidngulo del que nos hablen es de esta forma.

3x
Su perimetro es la suma de sus cuadtro lados, es decir, x + 3x + x + 3x.

Su perimetro es 60 cm — x + 3x + x + 3x = 60

Si operamos en la expresion anterior, 8x = 60

2 Describe mediante una expresion algebraica con dos
incognitas:

a) Un nimero mis el doble de otro.

b) La mitad de la suma de dos ntimeros.

3 Describe mediante una expresién
algebraica: el drea de este tridngulo
2

es 36 cm”.
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Monomios

Ejemplos

* Estas expresiones son monomios:
742, %xyz, (5 +V2)x5
Sus coeficientes respectivos son:
7, 45 y 5412
* Elgrado de 74%=7(a- a) es2.

El de %xyz = %(x-y -y) es 3.

* 9 =9x% es un monomio de grado
cero.

* Sabx? y —7abx® son semejantes.

Entrénate

1 Efectda estas operaciones:
a) 2x3 + 7x3 b) —3x2 + 8x2
) 4}/4 - 2y4 d) —z° - 33°
e) 3xy + 8xy £) =292 + 8y%x
95-Gx)  h)-3- (2

)29-6xY) ) @) 67

Actividades

1 ;Cudl es el grado de cada uno de los siguientes mo-

nomios?

a) —5xy%z° b) 11xy>

2 Efectta las siguientes sumas de monomios:

a) 5x+3x2— 1lx + 8x—x% + 7x

b) 6x2y — 13x%y + 3x%y — x%y

) 2x—5x%+3x+x2-3

UNIDAD,

4

Monomio es el producto de un niimero por una o varias letras.

En un monomio, /as letras (parte literal) representan niimeros de valor descono-
cido o indeterminado. Por eso conservan todas las propiedades de los niimeros y
sus operaciones.

* El coeficiente de un monomio es el niimero que multiplica a la parte literal.

¢ Se llama grado de un monomio al nimero total de factores que forman su
parte literal.

Los niimeros son monomios de grado cero, pues xV=1.

* Dos monomios son semejantes cuando tienen idéntica la parte literal.

Bl Suma y resta de monomios

e La suma de monomios semejantes es otro monomio, también semejante a
ellos, cuyo coeficiente es la suma de sus coeficientes.

Por ejemplo: 7x7 + 11x° = 18x°

* Si dos monomios no son semejantes, su suma no se puede simplificar y hay que
dejarla indicada. Entonces el resultado ya no es un monomio.

Por ejemplo: 7x° + 11x% no admite simplificacién.
* La resta es un caso particular de la suma.

Por ejemplo: 3abx? — 8abx? = —Sabx?

B Producto de monomios

El producto de dos o mds monomios es otro monomio cuyo coeficiente es el
p y

producto de los coeficientes, y su parte literal, el producto de las partes literales
de los factores.

Por ejemplo: (3x2ab) - (5xac) = 15x3a%be

3 Efectia los siguientes productos de monomios:

a) (3x) - (5x?) b) (-3x?) - (4x7)

c) (2x3> - (—6x) d)(%xz) . (—%x3)

3
4 Escribe dos monomios semejantes a cada uno de los
siguientes:

a) —Sab*c3

c)—12

b) 6x3 Q) x d)7




Polinomios

Ejemplos

* Son polinomios: 3x%y + 5x° — 8
2%+ x2—5x+ 1
* Simplificacién:
Sw? 4 dx*—2x2—3x% 11 —
— xt43241

e Simplificar antes de asignar el gra-
do a un polinomio:

7x3 + 5x2 + 3x3 — 2% — 10x3 =

=5x%2-2x — Su grado es 2.

Entrénate
1 Dados A=2x>-7x*+1
B=5x>—4x+2
C = 4x3 + 2x% — 5x, halla:
a)A+B 2x3— 7x2 + 1

5x2 — 4x+ 2
Oxd —Ox?2 - Ox+ O

b) B—C 5x2— 4x+ 2
—4x3 _2x% 4+ 5x

03C-24 12x3+ 6x2—15x

* Un polinomio es la suma de dos 0 mds monomios. Cada uno de los mono-
mios que lo forman se llama término.

* Si en un polinomio hay monomios semejantes, conviene operar, simplificar la
expresion y obtener el polinomio en su forma reducida.

* El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo
componen cuando el polinomio se ha puesto en su forma reducida (es nece-
sario reducir el polinomio antes de decir su grado, ya que es posible que los
monomios de mayor grado se simplifiquen y desaparezcan).

¢ El valor numérico de un polinomio para x =4 es el nimero que se obtiene
al sustituir la x por a. Por ejemplo, el valor de 2x> —5x% + 7 para x=2 es
2.2°-5.2247=2-8-5-4+7=3.

¢ Si el valor numérico de un polinomio para x =a es 0, entonces se dice que a
es una raiz de dicho polinomio.

Bl Suma y resta de polinomios

Para sumar dos polinomios, agrupamos sus términos y sumamos los monomios
semejantes.

Para restar dos polinomios, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo. El
opuesto de un polinomio es el que resulta de cambiar de signo todos sus términos.

Por ejemplo, sean A =6x2—4x+ 1y B=x>+2x> - 11:

A — 6x% —4x+ 1 A — 6x% —4x+ 1
+B — x4+ 247 ~11 -B — —x3-2x? +11
A+B — x3+8x*—4x—-10 A—B — —x3+4x?_4x+12

Bl Producto de un monomio por un polinomio

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se multiplica el monomio por

3 2
A+ 14x -2 cada término del polinomio y se suman los resultados. Por ejemplo:
Bx?) - (3= 2% = 1) = 3x? . %% = 3x? . 2x% = 3x% . 1 = 35 — 6xf - 32
Actividades
1 Di el grado de cada uno de estos polinomios: 3 Dados los polinomios A = 2x3 — 7x? + 4x + 1;

) x0—3x% 4+ 2x2 + 3

b) 5x2 + x% — 3x2 — 2x* + &3

2 Considera los polinomios P =5x> - x> —2x+ 1 y

Q=x%—2x2+2x-2.
Halla P+ Q y P-Q.

B:2x2—x+3yC=4x3+2x2—x,halla A-B+ C.

4 Halla los productos siguientes y di de qué grado son:

a) 2x(x% + 3x— 1) b) 2x%(3x?% — 4x + 6)
¢) —2(=3x3 — x) D52 +x-1)
e) —7x°(2x% = 3x—1) £) —7x(2x3 = 3x% + %)
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Ten en cuenta

La forma que ves aqui de disponer los
célculos, permite multiplicar polino-
mios de manera ordenada y segura.
Cuando falta algtn término, hay que
dejar un hueco en el lugar correspon-
diente.

Entrénate
1 Copia y completa en tu cuaderno:
x2—5x+2
X x4+ 1
Ox?-Ox+ O

Ox4 — O3 + Ox?
x*-Ox3 +O0x?-Ox+ O

x?+1
X x%+1
Ox?+0O
Ox* + Ox?
Ot + Ox 2+ 0
2 Copiay completa:
a) x- (x+3) =0x? +Ox
b) 4a- 2a+5) =0a% +Oa
o x%. (0 +0) =3 + 5x2
O Ba+5) =32+ 5a
e) 9% +6x+3=L0.-Bx%+2x+1)

Actividades

5 Siendo P=4x?+3, Q=5x>-3x+7 y R=5x-38,
calcula:
alP-Q b)P-R

UNIDAD,

4

Il Producto de dos polinomios

Para multiplicar dos polinomios, se multiplica cada monomio de uno de los fac-
tores por todos y cada uno de los monomios del otro factor y, después, se suman
los monomios semejantes obtenidos.

Por ejemplo: P=5x>-2x*—1, Q=6x-3
Sx9-2x% -1 «— P
6x—3 «— Q
— 15x7 + 6x? +3 «—— producto de -3 por P
30x% — 1243 — 6x «—— producto de 6x por P

30x% —27x3 + 6x2 —6x+3 —

P-Q

Cuando hay pocos términos, no hace falta utilizar el método anterior, podemos
realizar el producto directamente:

1 1
(2x2—1) Bx +4) =6x° + 8x* - 3x—4
s 7

B Sacar factor comun

En la expresion 3xy + 6x2z + 9xyz la x y el 3 estdn multiplicando en todos los
sumandos. Son factores comunes a todos ellos. Podemos sacarlos fuera, asi:

3xy + 6x%z + 9xyz = 3x - y + 3x - 2xz + 3x - 3yz = 3x(y + 2xz + 3y2)

A esta transformacion se le llama sacar factor comun. Se utiliza para simplificar
expresiones y para resolver algunas ecuaciones que aparecerdn mds adelante.

Comprueba que si quitaras el paréntesis en la expresién final, volverias a obtener
la inicial.

Cuando un sumando coincide con el factor comun, ten en cuenta que estd mul-
tiplicado por 1. Por ejemplo: xy + x% + x = x(y + x + 1).

7 Extrae factor comtn en cada expresién:

a) 5x% — 15x3 + 25x4
Q- R 4

6 Opera y simplifica la expresion resultante:

a) x(5x% + 3x— 1) — 2x%(x — 2) + 12x2

b) 5(x - 3) +2(y+4)—§(y—2x+ 3)-8

| 26c=3) 4(y—-x)  x+2
c) 15 [ 3 5 + 5 7

15

©) 2x3y% = 3x3y% + 2x3y% + Tx3y3
d) 2x%y — 5x%y

e) 2(x—3) + 3(x— 3) = 5(x— 3)
£) 2xy? — 6x%y3 + 4xy?




Identidades

ab

Qe N

JUSTIFICACION GRAFICA
DEL CUADRADO DE UNA SUMA

Entrénate

1 Desarrolla aplicando las identida-
des notables.

a) (x+3)?=0x? +Ox+
b)(5 + x)? = [ + Ox + Cx?
ABx+ 1)?=0x?+Ox+ O
dx-7)?=0x?-0x+ 0
e)(2x—3)? =[x? -Ox+ [
£)(3x — a)? = Ox? —Ox + [
@) (4x + 39)? = x? + Oy + Uy?
h(x+2)(x—2) =0x2 -0
i) (5x + 29) (5% — 29) = [x? —[y?
D2 + 2x) (62 = 2x) = Ox* — Ox?

Actividades

1 Desarrolla los siguientes cuadrados:

a) (x + 4)?

d) (% + 6)2

b) (2x - 5)?

e) (x2 - %)2

La igualdad 2x + 5x = 7x es una identidad porque es cierta cualquiera que sea
el valor de x.

Conoces muchas identidades. Aqui tienes algunas:

a” . a'=a"*" a-(x+y)=a-x+a-y a—(b+o)=a-b-c

Todas ellas son consecuencia de propiedades aritméticas o simples traducciones
de estas.

Una identidad es una igualdad algebraica que es cierta para valores cuales-
quiera de las letras que intervienen.

I Identidades notables

Se suelen llamar asi a las tres igualdades siguientes:

L(a+b)?=a?+b%+2ab
L. (a—b)% = a? + b% - 2ab
L (2 + b) - (a—b) = a® - 6>

CUADRADO DE UNA SUMA
CUADRADO DE UNA DIFERENCIA
SUMA POR DIFERENCIA

Estas igualdades ya las conocias, pero las seguirds utilizando con frecuencia, por
lo que es necesario que las manejes con soltura.

Ejercicios resueltos
1. Desarrollar: a) (5x—3)2 b) (4x—3)(4x + 3)
a) Es el cuadrado de una diferencia:
(5x—3)?= (522 + 32 -2 . 5x- 3 = 25x% + 9 — 30«
b) Es el producto de una suma por la diferencia de los mismos términos:

(4x—3) - (4x + 3) = (4%)% - 3% =16x* -9

2.Simplificar (3x + 5)% - (3x—5)2
(Bx +5)%2 — (3x— 5)? = 9x% + 25 + 30x — (9%2 + 25 — 30x) =

= 30x — (—30x) = 60x

2 Efectda los siguientes productos:

o) (1 - 6x)? a) (x+ Dx—=1) b) 2x + 3)(2x — 3)

P (ax + b)> 9 (% - %) (% " %) d) (ax + b)(ax — b)
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Aclaraciones

(1)’ Se han desarrollado el cuadrado de
una suma y el de una diferencia.

) , . . .

2) Un paréntesis precedido del signo
menos obliga a cambiar de signo a
todos sus términos.

) Se reducen términos semejantes.

() Se saca 16 como factor comtn.

Entrénate

1 Transforma estas sumas en pro-
ductos:

Q) x2-9=x2-32=

=@+ 0) - (x=0)

b) 4x2 =9 = (2x)2 - 3% =
- x+0).O-0)

Ox?+d+4x=x*+22+2(x-2) =

= (x+ )2

dx?—6x+9=x2+3%2-2(x-3) =
-O-0y

Actividades

3 Expresa en forma de producto.

UNIDAD,

4

I Utilidad de las identidades

Las identidades sirven para transformar una expresion algebraica en otra mds
cémoda de manejar. Por ejemplo:

(45— (x =322 (¥ + 25+ 10%) — (x2 + 9 — 6x) <
=x2+25+10x—x*-9+ 6x@
—16x+ 162 16(x + 1)

Cada una de las cuatro igualdades es una identidad.

La expresién final, 16(x + 1), es mds sencilla y comoda de manejar que la inicial,
pero es idéntica a ella. Por eso, podemos sustituir la primera expresién por la
tltima, y el cambio es ventajoso.

Ejercicios resueltos

1. Simplificar: (2x — 4)2 — (2x + 4) (2x — 4)
(2x—4)2 = 2x + 4)(2x — 4) = 4x% — 16x + 16 — (4x% — 16) =
= 4x? — 16x + 16 — 4x? + 16 = —16x + 32

3(x+2) +3x+5_5(4x+ 1) +§

2. Multipli 12 y simplificar:
ultiplicar por 12 y simplificar > 3 12

Observa que 12 es el minimo coman multiplo de 4, 2, 6y 12.

3(x + 2) AN 5(4x + 1) L2 0.
4 2 6 12

=3-3x+2)+6083x+5) —-2-5(4x+1)+25=
=9x+ 18 + 18x + 30 —40x— 10 + 25 = —13x + 63

d)GBx-—4)Q2x+3)-5

a) 4x%2 - 25 b)x?% + 16 + 8x e) 3(x? + 5) — (x? + 40)
O)x?+2x+ 1 d)x? + 18x + 81 £) (x + 3)% = [x% + (x—3)?]
€) Ix? + 6x + 1 f) 4x? + 25 — 20x 5 Multiplica y simplifica el resultado:
4 Simplifica las expresizones siguientes: a) % + % + % - % - % por 8
2) (x=2)w +2) — (" + 4) bwy 263 x=1_12v+d o
b) (Bx— 1)2— (Bx + 1)? 9 "3 9 P
0) 2(x = 5)% — (2x?% + 3x + 50) ) ng 4)° _ x(x2+ D _ 5 por 8




Eijercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Expresa y calcula

Traduccion a lenguaje algebraico

1 YVV Asocia a cada enunciado una de las expresio-
nes algebraicas que aparecen debajo:

a) El cuadrado de un ndimero menos su doble.
b) El 80% de un ndmero.
¢) Un niimero impar.

d) Los dos tercios de un niimero m4s cinco unidades.

2

§x+5; x2—2x;  0,8x; 2x+1

2 VUV Expresa en lenguaje algebraico empleando
una sola incégnita.

a) El triple de un nimero menos dos.

b) El producto de dos niimeros consecutivos.

¢) El cuadrado de un ndmero mds su mitad.

d)La suma de un ntimero con otro diez unidades

mayor.

3 YVV Expresa algebraicamente el perimetro y el
drea de estos rectdngulos:

x 2x X+ 2

4 vVV Traduce a lenguaje algebraico utilizando dos
incégnitas.

a) La suma de los cuadrados de dos ntiumeros.
b) El cuadrado de la diferencia de dos ntimeros.
¢) La mitad del producto de dos nimeros.
d) La semisuma de dos niimeros.
5 YVV Si x e y son las edades actuales de dos her-

manos, expresa los siguientes enunciados utilizan-
do ambas incégnitas:

a) La suma de las edades que tenfan hace 5 afos.

b) El producto de las edades que tendrdn dentro de
6 anos.

c) La diferencia entre la edad del mayor y la mitad
de la del menor.

oroblemas

Monomios

6 YVV Indica el grado de cada uno de los siguientes
monomios y di cudles son semejantes:

a) —5xy b) (-7x)3 c) 8x d) (xy)?
2 229 4 3 —3yx 12
e)3x}/ f)sx g) 5 h)zx

7 vV Calcula el valor numérico de los monomios
del ejercicio anterior para x=-1 e y=3.

8 VVV Efectta.
Q) Sx—x2+7x*—9x+2
b)2x + 7y —3x +y—x?
) x2y2 — 3x2y - 5xy2 + xzy + xyz
9 vVV Efecttia estos productos de monomios:

) (6x)(-3x)  b) (=x0Gxy) o) 2y (dx’y)

Polinomios

10 vV vV Simplifica las siguientes expresiones:
) (2x2—5x+3) - (2x2—x%+ 1)
b) 5x — (3x + 8) — (2x2 — 3x)

¢Cudl es el grado de cada polinomio?

11 vVV Considera estos polinomios:
A=3x3-5x2 +x—1
B=2x*+x3—2x+4
C=—-x>+3x>-7x

Halla: A+ B; A-C, A-B+ C

12 vVV Efectia, reduce y di cudl es el grado del poli-
nomio resultante.

a) x(x2=5) = 3x2(x+2) = 7(x* + 1)

b)5x%(3x + 1) — x(2x — 3x%) — 2 - 3x

c) %xz (—%xz + 6x — 9)
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13 vVV Opera y simplifica el resultado.

12,5 Dgee
(zx +3x+6)(6x 12)

14 vVV Extrae factor comun.
a) 12x3 — 8x2 — 4x

b)-3x3 + x — x?

©) 2xp% — 4x?y + x2y?

Identidades notables

15 VVV Desarrolla estas expresiones:

a) (x + 6)2 b) (7 - x)?
o) Bx—2)2 d) (x + %)2

2
¢) (x - 2y)2 f) (%x— %y)

16 YVV Efectta estos productos:
a) (x+7)(x=7) b)(3 +x)(3 —x)
c) (3 +4x)(3 — 4x) d) 2+ Dx2-1)

Autoevaluacion

1 Escribe en lenguaje algebraico:
a) Si gasto los % de lo que tengo, me quedan 12 €.

b) La mitad del resultado de sumar 5 unidades a un
numero.

2 Extrae factor comun:

A3 —x2+x b) 4x3 — 6x% + 2x

3 Desarrolla:
a) (x—5)?
o) (3x—5)2

b) Bx + 5)2
d) Bx+ 5)(3x—5)

UNIDAD,

Aplica lo aprendido

17 vvV Expresa algebraicamente el perimetro y el

drea de estos rectidngulos:

C y+1

X

18 vVV Traduce a lenguaje algebraico utilizando dos
incégnitas:
a) La cantidad de agua que queda en un depésito
del que se saca 2/5 de su contenido y 20 litros.

b) Lo que tengo que pagar por dos camisetas que
tenfan el mismo precio, pero una estd rebajada
un 15% y la otra, un 20%.

19 VvV Expresa algebraicamente utilizando dos in-
cognitas:

a) El 4rea de un rectingulo de 24 m? en el que uno
de sus lados mide 5 cm mds que el otro.

b) Gasté en un traje 3/5 de lo que tenia y 60 € en
dos camisas. Me queda la mitad de lo que tenia.

20 VvV Expresa algebraicamente el
drea de la parte coloreada de la SH

figura.

4 ;Cudl de las siguientes expresiones es una identidad?
Explica por qué.
Q) 2x—1)2x+1) =4x>—1 b)8x—5 =3x
5 Efectda y reduce:
a)xBx—2)—(x—3)2x-1)
b) (x— 2)2 — 2(x2 — 4)

6 Multiplica por el minimo comin multiplo de los de-
nominadores y simplifica:

5(x—1) . 7x=2 x(x+1)
9 12 2

4







5 Ecuaciones

La busqueda de métodos para resolver ecuaciones
fue un empefio de los matemdticos de la Antigiie-
dad. Los primeros intentos, como es natural, fueron
titubeantes, poco sélidos: resoluciones por tanteo
o mediante procedimientos solo vilidos para casos
particulares, pero no generalizables.

El primero que lo afronté de forma rigurosa fue el
griego Diofanto, en el siglo 11. En su libro Aritmé-
tica trat6 las resoluciones de ecuaciones de primer
grado y algunas de segundo grado. Ademis, los
problemas que propuso prepararon el terreno para
consolidar la teoria de ecuaciones, que se desarrollé
siglos mds tarde.

En Bagdad aparece un personaje clave, el drabe Al-
Jwarizmi. Su libro Al-jabr wa-I-muqabala es un re-
ferente fundamental en la historia del dlgebra. Fue
estudiado y traducido a todos los idiomas en si-
glos posteriores. El titulo viene a ser “transposicién
y cancelacién” y alude a los trasiegos que se reali-
zan con los coeficientes para despejar la incdgnita.
El libro acabé siendo denominado, simplemente,
Al-jabr, y este nombre finalmente designé la ciencia
que contenia (al-jabr ~ dlgebra).

Los algebristas drabes también ingeniaron curiosos
métodos para resolver geométricamente algunos ti-
pos de ecuaciones de segundo grado.
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DEBERAS RECORDAR

B Qué es una ecuacién. Solucién de una ecuacién.

M El manejo de la calculadora para comprobar si un
ndmero es 0 no solucién de una ecuacién.

M Algunas peculiaridades de las raices cuadradas de
un nimero.




Ecuaciones. Solucion de una ecuacion

Il Las ecuaciones y sus soluciones
Nomenclatura

Las expresiones que hay a ambos la- Una ecuacién es una igualdad en la que interviene alguna letra (incégnita) cuyo
dos del signo = se llaman miembros. valor queremos conocer.
En la ecuacién que ves a la derecha:

Solucién de la ecuacién es el valor de la incégnita que hace cierta la igualdad.

2210 ol primer miembro y . , 10 »
x Por ejemplo, 2x“ — — =3 es una ecuacion.
X

10
2

3 es el segundo miembro.

=3.

El valor x =2 es solucién, porque 2 - 2% —

I Qué es resolver una ecuacion

Resolver una ecuacién es encontrar su solucién (o sus soluciones) o averiguar
que no tiene solucién. Seguramente, conoces procedimientos para resolver me-
todicamente algunos tipos de ecuaciones. Pero si llegamos a la solucién mediante
cualquier otro camino, también es vélida la resolucién.

Por ejemplo, vamos a buscar, por tanteo, alguna solucién de x2-5x+6=0:
*;Serd x=0 solucién? 02-5.0+6=6#0 — NO
¢ Y x=2222-5.2+46=0 — SI

Entrénate
1 Comprueba si alguno de los valo- Ejercicio resuelto
res dados es solucién de la ecua-
cién correspondiente: Resolver por tanteo estas ecuaciones: a) x*=3125 b) x%=1200

a)3x+11=38; x=5, x=9

b) 5(x—-3)=15; x=6, x=—6
OVx+1=6; x=1, x=7 b) Dando valores enteros a x, observamos que:

36 =729 }x estd entre 3 y 4. Es decir, x = 3,...

a) Tanteando con enteros, encontramos la solucién x =5, pues 5% =3125.

2 Halla, tanteando, alguna solucién

(busca ndimeros enteros) de estas 46 - 4096 [ Damos a x los valores 3,1; 3,2; 3,3; ... y observamos que:
ecuaciones: 3,26 =1073,... <1200 | x = 3,2... Podemos decir que, aproximando
a)5(x*+1)=50 b)(x+1)*=9 3,36 =1291,... > 1200 [ hasta las décimas, la solucién es x = 3,2.
Actividades
1 Comprueba, en cada caso, si cada uno de los dos va- 2 Tantea para hallar alguna solucién de estas ecuacio-
lores es o no solucién de la ecuacién: nes (todas ellas tienen solucién entera):
a)x3—20x=-16; x=5, x=4 ) x> +x=10 b)(x=5)(x+2)=0
D12 %1 i eme Q3181 Bx*=3125
X
Q25125125 x=9, x=10 3 Tanteando con ayuda de la calculadora, encuentra
) una solucién (aproximada hasta las décimas) de cada
d)x*+1=28 x=3, x=1 una de las siguientes ecuaciones:

OVx+3-Vx—2=1; x=1, x=6 A)x3+1=100 b)3*=1000 ) V8x—40 =5
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Entrénate

1 Resuelve estas ecuaciones y com-
prueba la solucién de cada una:

a) 3x—2(x+3)=x—3(x+1)
b)4+x—4(1-x)+52+x) =0
Q) 2x+7—-2(x—=1)=3(x+3)
d)42x-7)-3Bx+1)=-5+x
2 Comprueba si estas dos ecuacio-
nes son o no equivalentes:
26—1) +x+1=2x+1
2x—1-(x=1)=2Bx-5)

Ecuaciones de primer grado

A las ecuaciones polinémicas de primer grado se las llama, simplemente, ecua-
ciones de primer grado. En ellas, la x solo aparece elevadaa 1 (x! = x).

* Son de primer grado: 4x +7 = 8; %x— 2,5=9; \Bx+17 =4—2x

* No son de primer grado: (6x + 5)% = 8; 8. 5x+3; V6x +1=5x

X

Una ecuacién de primer grado es una expresién que se puede reducir a la

forma ax + =0, siendo 2 = 0. Tiene una tnica solucién: x=——
a

Ecuaciones anémalas

Existen expresiones que parecen ecuaciones de primer grado y que, sin embargo,
no tienen solucién o tienen infinitas soluciones. Por ejemplo:

e 4x—6=4(x+3) — 4x-6=4x+12 — 0.x=18
No puede ser 0 - x = 18. Por tanto, la ecuacién no tiene solucién.
*4x—6=4(x-2)+2 — 4x—-6=4x-6 — 0.-x=0

0-x=0 escierto cualquiera que sea x, pues 0 =0. Por tanto, la ecuacién tiene
infinitas soluciones.

Realmente, estas igualdades no son ecuaciones, pues carecen del término en x.
Sin embargo, puesto que antes de simplificar no sabemos en qué van a quedar, las
trataremos como ecuaciones de primer grado.

Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucién o ambas carecen de
solucién. Asi, las ecuaciones 5x—9 =51 y 3x—7 =89 — 5x son equivalentes
porque la solucién de ambas es x = 12.

Transformaciones que mantienen la equivalencia de ecuaciones

Para resolver una ecuacién, hemos de despejar la x mediante una serie de pasos.
Cada paso consiste en transformar la ecuacién en otra equivalente, en la que la x
esté mds préxima a ser despejada. Recordemos algunas reglas:

TRANSFORMACION REGLA PRACTICA
Sumar o restar la misma expresién Lo que estd sumando en un miem-
en los dos miembros de la igualdad. bro pasa restando al otro miembro,

y viceversa.

Multiplicar o dividir los dos miem- Lo que estd multiplicando a todo
bros por el mismo nimero distinto lo demds de un miembro pasa divi-
de cero. diendo al otro, y viceversa.




Ejemplo

Resolvamos la ecuacién:
3x—1 _ 2(x+3) _4x+2 _s
20 5 15
min.c.m. (20, 5, 15) = 60

Se multiplican por 60 los dos miembros.

3(3x— 1) - 24(x + 3) =
—4(4x+2)-60 -5

21)

9x— 3 — 24x—72 = 16x + 8 — 300
EIN

9x — 24x — 16x = 8 =300 + 3 + 72
(4]

“3lx=-217

1)

x= ﬂ Solucién: x=7

31
[6]
3-7-1_2(7+3) _

20 5 -
4.7+2 o e
1—5_5—2 5— 3

Coinciden. La solucién es correcta.

Actividades

1 Resuelve las siguientes ecuaciones:

Il Pasos para resolver ecuaciones de primer grado

Seguramente aprendiste a resolver ecuaciones de primer grado sencillas el curso
pasado. Ahora vamos a entrenarnos para resolver ecuaciones de primer grado algo
mds complejas.

Con frecuencia, las ecuaciones que tendremos que resolver presentan un aspecto
complicado.

3x—1 2(x+3) _ 4x+2 _
20 5 15

Veamos qué pasos conviene dar para, poco a poco, ir despejando la x (en el mar-
gen puedes ver cémo hemos resuelto la ecuacién del ejemplo siguiendo los pasos

5

Por ejemplo:

que ahora describimos):

1. Quitar denominadores, si los hay. Para ello, se multiplican los dos miem-
bros de la ecuacién por un multiplo comun de los denominadores; preferi-
blemente, su minimo coman multiplo.

2. Quitar paréntesis, si los hay.

3. Pasar los términos en x a un miembro y los nimeros al otro miembro.
4. Simplificar cada miembro.

5.Despejar la x. Se obtiene, asi, la solucién.

6. Comprobacién: sustituir la solucién en cada miembro de la ecuacién ini-
cial para comprobar que coinciden los resultados.

Esta secuencia no hay que tomarla como algo rigido, pues habrd ocasiones en que
convenga empezar quitando paréntesis, simplificando... El entrenamiento y el
sentido comun te orientardn sobre cuidndo conviene hacer una cosa u otra.

a) 1+%=x b)%+x=%—1 c)4—%=§+3x

x 1 1 x 2x X

A L x_y 21X
d3r3=x 9379 )5 6

J3x,2x 1 _x L x_5_Xx 2 [, L) 3x
) A= TS W1-33+3°357% V3 (x 2) 7!
N 3x o 3x 9 x x 4x 11 «x x x—-3 2x+2 x-2
) = —x=— = QA A —-= ) = + =

15 3 5 39 27 27 9 8 16 2

autO{izado
e autorizado.
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Ejemplo

3x2-5x-2=0

es una ecuacién de segundo grado,

donde:
a=3, b=-5, c=-2
A 4
_5:V(5)2-4-3-(-2)

X

2.3
5+V49 517 2
6 6 ‘<_l

3

A=(=52-4.3.(=2)=49>0

Por eso, esta ecuacién tiene dos so-
luciones.

Actividades

1 Para cada una de estas ecuaciones, indica cudnto va-
len 4, 6 y c. Resuélvelas aplicando la férmula:

b)2x2—7x+3=0
d)2x?—7x—4=0

A xt—4x-5=0

Q) —x?+x+6=0

Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacién de segundo grado es de la forma:

ax*+bx+c=0, con 220

Para despejar la x, se sigue un largo y complicado proceso que no vamos a ver
aqui. El resultado final es la férmula siguiente:

SOLUCIONES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

o b NP —dac

2a

El doble signo (+) quiere decir que puede haber dos soluciones:
. _ —b+Nb*—4ac X _ —b—~Nb*—4ac
! 2a ’ 2a
Estas dos soluciones pueden reducirse a una o a ninguna, segin los casos.

I Numero de soluciones

La expresién A = 6% — 4ac se llama discriminante de la ecuacién. El nimero de
soluciones depende del signo de A:

* Si A>0, laecuacién tiene dos soluciones:

—b+\A xz—b—\/K

X =——

2a 2 2a

* Si A=0, solo hay una solucién: x = ;—b Se llama solucién doble.
a

*Si A<0, YA carece de sentido. La ecuacién no tiene solucion.

3 Resuelve las siguientes ecuaciones:
A)x?—5x+6=0 b)9xZ+6x+1=0
Q) 9x* = 6x+1=0 d)5x*-7x+3=0
) 2x* +5x-3=0 f) 6x* = 5x+1=0

¢) x?=10x+25=0 fat-x+2-0 9)x?—3x+15=0 h)x2—0,1x+ 0,2 = 0
2 Completa esta tabla:
alble So‘;’_LIEPC',E,\l 2| % 4 Resuelve estas ecuaciones:
5% Bx= 0 Q) x? +4x—21=0 b)x? + 9x +20 =0
X2—64=0 Q) Ixt—12x+4=0 d)x?+x+3=0
x2-3x+4=0 e) 4x? + 28x+49=0 f)x?—2x+3=0
4x?+x-3=0 g) 4x2 — 20x + 25 = 0 h)—2x2 + 3x+2 =0




Bl Ecuaciones incompletas

Las ecuaciones de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 en las que los coeficientes &
o ¢ son cero se llaman incompletas: ax? + c=0 y ax? + bx = 0.

Aunque pueden resolverse aplicando la férmula general, es posible encontrar sus
Ten en cuenta soluciones de forma mucho mis sencilla. Por ejemplo:

* Si x? =25, entonces x = +5, pues

25 tiene dos raices cuadradas, 5 y *3x2-75=0 — x?-= %5 =25 > x= J_r\/g =15

5.
* Para que un producto de dos facto- , x=0
zzzsgzllgsriloa(f:re(ﬁoe: necesario que e 7x +14x=0 — x(7x+14)=0 — Tt 1420 — xo _% _
x-(7x+14)=0
/\ Ecuaciones sin término en x, ax% + c=0
x=0 obien 7x+14=0 Para resolver las ecuaciones del tipo x? + ¢ = 0 no es necesario aplicar la for-

mula general, pues se puede despejar x con toda sencillez:

— x=t4/-%
a

Ecuaciones sin término independiente, ax? + bx =0

X =—

SN

Para resolver las ecuaciones del tipo ax? + bx = 0 no es necesario aplicar la
férmula general, pues se puede sacar factor comtn la x e igualar a cero cada
uno de los dos factores:

b

(ax + b) - x=0 — Soluciones: x; =——, x,=0
a

Ejercicio resuelto

Resolver: )2x2-98-0 — 2x2-98 — 28 49 I xi\d9 - 47
a) 2x>-98 =0 2

b)2x2+98 =0 Las soluciones son x; =7, x, = 7.

¢) 5x% + 95x =0 B)2x2+98=0 — 2x2=-98 — x2=-28_ 49

2

No tiene solucién, porque el cuadrado de un nimero no puede ser negativo.
Es decir, V=49 no tiene sentido.

x1=0

A)5x%+95%x=0 — x(5x+95)=0 —
5x+95=0 = x,=-95/5=-19

Actividades

5 Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado sin utilizar la férmula de resolucidn:
a)3x2 — 12x=0 b)x—3x?=0 ) 2x*—5x=0 d)2x2-8=0
e) 9x2—25=0 £) 4x? + 100 = 0 g) 16x% = 100 h)3x?-6=0
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Il Reglas para resolver ecuaciones de segundo grado

Ten en cuenta ¢ Sila ecuacién de segundo grado estd completa (tiene todos sus términos), apli-

CTRUATOANANAY, S.A. Matematicas B~ ESD

cax?+bx+c=0 (a=20, b=0,
c=0) — Aplicala férmula:

o —b +\Nb* - 4ac
2a
2

24+¢=0 — Despeja x2...

¢ ax

e ax?+bx=0 — Sacala x como
factor comun...

ca la férmula.

* Si es una ecuacién incompleta, tal como hemos visto en el apartado anterior,

podriés resolverla con facilidad sin aplicar la férmula.

¢ Si tiene una fisonomia complicada, arréglala: quita denominadores, suprime

paréntesis, agrupa términos y pdsalos todos al primer miembro.

Solo cuando esté simplificada, aplica uno de los consejos anteriores.

* Comprueba las soluciones. Si la ecuacién proviene de un problema con enun-
ciado, haz la comprobacién sobre €, pues es posible que alguna de las solucio-
nes carezca de sentido real.

Ejercicio resuelto

x(x—1) _ x(x+1) 3x+4
3 4 12

Resolver la ecuacién siguiente:

Quitamos denominadores multiplicando por el minimo comiin mdaltiplo
de ellos: min.c.m. (3, 4, 12) = 12

4x(x—1)=3x(x+1)—(3x+4)

Quitamos paréntesis:

4x? —4x=3x% +3x—3x—4

Agrupamos los términos, pasindolos todos al primer miembro:
4x? —3x? —4x—3x+3x+4=0
x2—4x+4=0

Aplicamos la férmula, teniendo en cuenta que a=1, b=-4, c=4:

o AxN2-4.1.4  4+\16-16 _4 _,
2-1 2 2

Comprobamos que para x =2, el valor que toma el primer miembro de la
ecuacién inicial coincide con el valor que toma el segundo miembro.

Actividades
6 Resuelve las siguientes ecuaciones: 7 Resuelve:
a) Bx+4)(5x—7) = (2x + 7)* + 53 a) x* = 3x +2 = x+612
2
b)2x+ 1)(x—3)=(+1)(x—1)—8 b) (5x — 4)(5x + 4) _ (Bx—1)2-9
4 2
) (2x=3)2x+3)—x(x+1)=5=0
9 (x—1)2-3x+1 N 1 _0
dDCx+1)2=4+ (x+2)(x-2) 15 5




Observacion

En la préxima unidad, al estudiar sis- 1. Identificar los datos conocidos y lo que deseamos conocer. Dar nombre a la

temas de ecuaciones, podrds utilizar incégnita.
mds de una incégnita. Verds que asi
se simplifica la tarea de traducir un

; ) cido.
enunciado a ecuaciones.

Resolucion de problemas con ecuaciones

3. Resolver la ecuacidn.

4. Interpretar la solucién ajustindola al enunciado.

Problema resuelto

1. El precio de unos zapatos ha 1. Precio de los zapatos — x

subido un 15% en diciembre
y ha bajado un 20% en enero.

Con un aumento del 15% — 1,15x

De esta forma, el precio ini- Con una rebaja del 20% — 0,8 - 1,15x

cial ha disminuido en 6,96 €. El que la diferencia entre los precios inicial y final es de 6,96 €, se traduce
en la siguiente ecuacién: x — 0,92x = 6,96

:Cudl era el precio inicial?

Resolvemos la ecuacién: 0,08x = 6,96 — x=87 €

El precio inicial de los zapatos era de 87 €.

Actividades

1 Siaun ndmero se le quita su mitad y luego su tercera
parte se obtiene 9. ;Cudl es ese nimero?

v La mitad de un niimero desconocido, x, es x/2 ysu ter-
cera parte, x/3.

2 La base de un rectdngulo es igual al doble de la altura
disminuida en 4 cm y su perimetro es 100 cm. Halla
la longitud de sus lados.

v Si la altura es x, la base es 2x — 4.

3 Divide 1600 € en tres partes de modo que la segun-
da parte supere a la primera en 100 € y la tercera
parte supere a la segunda en 200 €.

v Completa esta tabla para organizar los datos:

PRIMERA PARTE | SEGUNDA PARTE | TERCERA PARTE
X X+ 100 X+ 100 + ...

Plantear una ecuacién a partir de un problema es traducir a lenguaje algebraico
las condiciones que ligan lo que se sabe con lo que se desea conocer. Conviene
proceder de forma organizada, por lo que es util dar estos pasos:

2. Relacionar mediante una igualdad (ecuacién) lo conocido con lo descono-

4 Un padre de 37 anos tiene dos hijos de 8 y 5 afios.
;Cudntos afos tienen que pasar para que la suma de

las edades de los hijos sea igual a la edad del padre?

v Completa esta tabla para organizar los datos:

PADRE HIo 1 HIJO 2
EDAD HOY 37 8 5
EDAD DENTRO DE X ANOS| 37 +x 8+ x

5 Una madre tiene 42 afios y su hijo, 15. ;Cudntos
anos hace que la edad de la madre era cuatro veces la

del hijo?

v Completa esta tabla para organizar los datos:
MADRE HIJO
EDAD HOY 42 15
EDAD HACE X ANOS| 42 —x

%fxutoriza_do.
e autorizado.

Sopia

0CO|

© GHUPS ANAVA: §A: Matematicas s ES0 Kisienartofo



CRHRFTOANKYA, 8.A, Materméiices B EES0 Milténidbfotocdpib e tutorizado.

Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Opera y calcula
Ecuaciones de primer grado

1 VVV Resuelve las siguientes ecuaciones:
2)2(2-3x) —=3(3-2x) =4(x+ 1) + 3(4 — 5x)
b)X= 3 _x+1 5

5 3
)1=x+3_£
3 2
3x+4  x+2
d 5 2
S5x=16  x+8  x+1
S P
2x — 4 4+ x
£ _3_
) 3 ? 2

2 VvV Comprueba que las siguientes ecuaciones son
de primer grado y halla sus soluciones:

a) (4x—3)(4x + 3) —4(3 — 2%)% = 3x
b)2x(x + 3) + 3 —x)? =3x(x+ 1)

) 2x=3)2+ (x=2)2=30+1) +5x(x—-1)
d)x(x+ 1 (2x—1)? _3x+1 1

2 8 4 8

Ecuaciones de segundo grado

3 VVV Resuelve:

a)7x*—-28=0 b)7x*+28=0
Q) 4x*2-9=0 d)3x2+42x=0
e) 3x% = 42x f) 11x2-37x=0
g) 2(x+5)% + (x—3)% = 14(x + 4)

h) 7x%+5=068

4 VYV Resuelve las ecuaciones siguientes:

3x+ 4 _

x x
a)g(x—l)—z(x+ 1) + 0 0
b) (x=Dx+2) (+1Dkx-2) 1= x—3
12 6 3
C)x+1_(x—1)2_x+2 (x —2)? _1
2 4 3 6 6

nroblemas

Aplica lo aprendido

5 YUV He pagado 14,30 € por un boligrafo, un
cuaderno y una carpeta. Si el precio de la carpeta es
5 veces el del cuaderno y este cuesta el doble que el
boligrafo, ;cudl es el precio de cada articulo?

6 VvV Alvaro y Yago han comprado dos videojuegos
que tenfan el mismo precio, pero han conseguido
una rebaja del 16% y del 19%, respectivamente.

Si Alvaro pagé 1,26 € mds que Yago, ;cudl era el

precio que tenia el videojuego?

7 YUV Con 3,5 € mis del dinero que tengo, podria
comprar la camiseta de mi equipo. Si tuviera el do-
ble, me sobrarfan 7,25 €.

¢:Cudnto dinero tengo?

8 vV Si al cuadrado de un ndmero le restamos su
triple, obtenemos 130.

¢Cudl es el nimero?

9 vVV Halla dos ntimeros enteros consecutivos tales
que la suma de sus cuadrados es 145.

10 vVV Halla tres nimeros enteros consecutivos tales
que la diferencia entre el cuadrado del mayor y el
menor sea igual al producto del menor por el inter-
medio aumentado en cuatro unidades.

11 vVV La tercera parte del cuadrado de un nimero
entero, sumado a la quinta parte del mismo nime-
ro, da como resultado 78. Halla dicho nimero.

12 VYV La superficie de un rectingulo es 494 cm?.
Halla sus dimensiones sabiendo que una es 7 cm
mis larga que la otra.

13 vVV En un tridngulo recténgulo, un cateto mide
2 cm menos que la hipotenusa y 14 cm mds que el
otro cateto. Calcula la longitud de los tres lados.

X+ 2
x—14




" Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Resuelve problemas

14 vvV Ejercicio resuelto

De los socios de un club deportivo:

* Los 2/5 juegan al futbol.

* 1/3 de los que quedan juega al baloncesto.
* 28 se dedican al balonmano.

*Y aiin queda 1/6 que hacen atletismo.

¢Cudntos socios son?

Llamamos x al nimero de socios del club.

* =x juegan al futbol = quedan %x
°o—. %x Ly juega a baloncesto — quedan %x

NN W= »no

x—28 son los que hacen atletismo.

FLTEOL BALCHCESTD 1B 155
L E AL

Por tanto, %x —28 = %x. Resolvemos:

12x— 840 = 5x — x =120 son los socios del club.

15 vVV Del dinero de una cuenta bancaria retiramos
1/7; ingresamos después 2/15 de lo que quedé y
aun faltan 12 € para tener la cantidad inicial.

;Cuidnto dinero habia en la cuenta?

Autoevaluacion

1 Busca por tanteo una solucién exacta de cada una de
las siguientes ecuaciones:

a) (x + 1)3 = 64
b) Vx + 80 =11

2 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)3x—2(x+3)=x —3(x+1)

b x—3=x+l_2
) 5 3

oroblemas

16 YVV Dos hermanas se llevan 3 anos y su padre tie-
ne 45. Hace 7 anos, la suma de las edades de las
hijas era la mitad que la del padre. ;Qué edad tiene
cada hija?

EDAD HOY HACE 7 ANOS
HIJA MENOR x x=7
HIJA MAYOR x+3 x+3-7

PADRE 45 38

17 vvV Un padre de 43 anos tiene dos hijos de 9 y 11
anos. ;Cudntos afios han de transcurrir para que
entre los dos hijos igualen la edad del padre?

18 YVV La edad actual de un padre es el triple que la
de su hijo y dentro de 14 afios serd el doble. ;Qué
edad tiene cada uno?

19 vvV Un repostero ha mezclado 12 kg de aztcar de
1,10 €/kg con cierta cantidad de miel de 4,20 € el
kilo. La mezcla sale a 2,34 €/kg. ;Cudnta miel puso?

CANTIDAD (kg) |PRECIO (€/kg) COSTE (€)
AZUCAR 12 1,10 1,10-12=13,20
MIEL x 4,20 4,20x
MEZCLA 12 + x 2,34 2,34(12 + x)

COSTE DEL AZUCAR + COSTE DE LA MIEL = COSTE DE LA MEZCLA

20 vvV ;Cudntos litros de aceite de orujo de 1,6 €//
tenemos que anadir a 60 / de aceite de oliva de

2,8 €// para obtener una mezcla de 2,5 €//2

3 Resuelve estas ecuaciones: a) x2 — 5x = 0

b) 2x2-50=0 ) 2x2-3x-2=0

4 Juan tiene 5 afios mds que Sandra. Dentro de 3 afos,
la edad de Juan serd el doble de la de Sandra. ;Qué

edad tiene cada uno?

5 La altura de un rectdngulo mide 5 m menos que su
base, y su drea es igual a 40 m2. Calcula la medida de
los lados del rectingulo.

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 3.° ESO. Material fotocopiable autorizado.



GSistemas

de ecuaciones

El desarrollo de la resolucién de sistemas de ecuacio-
nes se hizo a la par que el de las ecuaciones.

Los babilonios plantearon y resolvieron, entre otras
cosas, sistemas de ecuaciones lineales con varias in-
cognitas a las que llamaban longitud, anchura, drea,
volumen..., aunque el problema no tuviera nada que

ver con cuestiones geométricas. En una de sus tabli-
llas aparece el siguiente problema:

1/4 anchura + longitud = 7 manos

anchura + longitud = 10 manos

El método de resoluciéon de los babilonios era por

p
puro tanteo: probaban con distintas cantidades hasta
que daban con la que resolvia su problema.

En el siglo 1 a.C. aparecié en China el Libro de los
nueve capitulos, en el que se incluyen 246 problemas
sobre agrimensura, ingenieria, repartos, fiscalidad,
etc. No era un tratado sistemdtico, sino que en ¢él
se iban resolviendo problemas de la vida cotidiana.
En su capitulo octavo se proponen problemas que
dan lugar a sistemas de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas. Y se resuelven mediante métodos muy
avanzados.

Cuatro siglos més tarde, en Grecia, Diofanto plan-
te6 problemas algebraicos que respondian a sistemas
de ecuaciones. Pero €l los resolvia designando una
incégnita, hdbilmente escogida, de modo que le per-
mitfa entrar, directamente, en una Gnica ecuacion.

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 3.° ESO. Material fotocopiable autorizado.

DEBERAS RECORDAR

M Cémo se representa una recta a partir de su
ecuacion.

.'J ili[.-ll |




Nomenclatura

A las incégnitas se las suele designar
con las letras x, y. Sin embargo,
pueden usarse otras, como ¢t y v
(para rempo y velocidad).

(0; —114)

Entrénate

1 Es x=5, y=1 solucién de la
ecuacion lineal 3x — 5y = 10?
Y x=0, y=-2?

;Cudntas soluciones tiene la ecua-
cién 3x—5y =102

2 Representa las siguientes ecuacio-
nes en los mismos ¢jes:

S5x=2y=0 8x-3y=1
Para ello:
* Despeja .

* Da valores a x para obtener los
correspondientes de y.

3 ;Tienen algtin punto en comun las
dos ecuaciones del ¢jercicio ante-
rior? ;Cudl?

Actividades

1 Comprueba si cada uno de los pares de valores si-
guientes es solucién de la ecuacién 4x — 3y = 12:

b)x=06, y=12

a)x=0, y=4

En esta unidad vamos a tratar con ecuaciones lineales con dos incégnitas. Por
ejemplo, 2x —3y =3 es una ecuacién lineal con dos incégnitas, x e y. El par
de valores x =06, y=3 es solucién de esta ecuacién porque 2 - 6 — 3 - 3 es igual

Ecuaciones con dos incognitas. Soluciones

a 3. También son soluciones x=3, y=1 0 x=9, y=5.

Solucién de una ecuacién con dos incdgnitas es todo par de valores que ha-
cen cierta la igualdad. Una ecuacién lineal con dos incdgnitas tiene infinitas

soluciones.

Il Representacion grafica

Para obtener soluciones de una ecuacién lineal con dos incégnitas, se despeja
una de ellas y se le dan valores a la otra:

2x—7

1

3)5

6

8,5

11

0

2x=5y=7 — y-= 5 -

Si las soluciones se interpretan como puntos del plano, entonces la ecuacién se
representa mediante una recta y sus soluciones son los puntos de esta. Por eso,

-1

0

1

2

3

-1,4

una solucién como x =6, y=1 se designa también asi: (6, 1).

Ejercicio resuelto

Representar las rectas siguientes: 2x—3y=3 5x+3y=18

2x—3

2x-3y=3 — y=

X | -3/0 3|69

y |3/ -1|1 3|5

18 — 5x

S5x+3y=18 — y= 3

x | 0 1 2 3 6

y | 6 [13/3|8/3| 1 | -4

ecuaciones: x=3, y=1.

ox=0, y=—4

2x—y=06

(0’ 6}

El punto donde se cortan las rectas, (3, 1), es la solucién comdn de ambas

x+y=0

2 Representa las rectas de ecuaciones:

(6, -4)

¢Cudl es la solucién comin a ambas ecuaciones?

. Matematicas 3.° ESQ. Material fotocopiable autorizado,
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UNIDAD,

Sistemas de ecuaciones

Dos ecuaciones forman un sistema de ecuaciones cuando lo que pretende-
mos de ellas es encontrar su solucién comun.

\ Se llama solucién de un sistema de ecuaciones a la solucién comtn a ambas.

Si las dos ecuaciones del ejercicio resuelto de la pdgina anterior las tomamos co-

mo sistema de ecuaciones, las pondremos del siguiente modo:

(3, 1) SOLUCION

// \ {2x_ 3y=3 La solucién del sistema es x =3, y=1,

Sx+3y=18 porque es solucién de ambas ecuaciones.

La solucién de un sistema de ecuaciones
lineales es el punto donde se cortan las
dos rectas. A veces, en lugar de decir sistema de ecuaciones diremos, simplemente, sistema.

Ejercicio resuelto

Estudiar si alguno de los pares x=-3, y=5y x=2, y= % es

solucién de cada uno de los siguientes sistemas:

Entrénate a) {Sx +6y=15 b) {3"— y=-14
1 ;Esel par de valores x=1, y=-1 3x+4y=8 9x + 10y = 23
S?IUCién de este sistema de ecua- Recuerda que un par x e y es solucién de un sistema cuando lo es de ambas
ciones? ecuaciones.
{7x —20y=14 . .
-1 0=15 SI
9x+ 10y =18 TP x=-3,y=5 { ; i 20 1? SNO} NO ES SOLUCION.
7.1-20-(1) = .. @{3“4}'_8 1_0+ : O
9.1+10.-(=1)=... xr= x=2,y=l pa=l . NO ES SOLUCION.
2 1 6+2=8 SI
2 Comprueba, de igual manera, si el
par de valores x=2, y=0 esono i _9_5-_14 Si
solucién del sistema del ejercicio x=-3,9=5 { ,} st ES SOLUCION.
anterior: {Bx— y=-l4 ) -27+50=23 SI
10y =2 —-1/2=11/2
7-2-20-0=.. o =22 x=2,y=%{6 / / N,O} NO ES SOLUCION.
’ 9.2+10.0=.. 18+5=23 SI
g
§ .
E Actividades
g 1 Di si alguno de los pares x=-1, y=4 y x=7, y=8 es soluciéon de cada uno de los siguientes sistemas:
% 2 —6x + 5y =26 b) —2x+4y=18 9 S5x+y =43 d x+y=15
£ x—2y=-9 3x—2y=5 3x+y=1 x—y=-1
(51
©
©
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2x+ 3y =15

2x + Byk\

Sistema incompatible. Gréficamente,
son dos rectas paralelas. No tienen nin-

gun punto comun.

N

Sistema indeterminado. Grificamen-
te, es dos veces la misma recta. Todos
sus puntos coinciden.

Actividades

Numero de soluciones de un sistema lineal

En general, un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas tiene una
tnica solucidn, el punto donde se cortan las dos rectas. Sin embargo, no siempre
ocurre esto. Veamos, a continuacion, los demds casos que pueden darse.

Hl Sistemas sin solucion
Hay sistemas cuyas ecuaciones dicen cosas contradictorias. Por ejemplo:
2 =1 2 =1
2) x+3y=15 b) x+3y=15
2x+3y=9 4x + 6y =18

En ambos casos es imposible conseguir que las dos igualdades sean ciertas para
los mismos valores de x y de y:

En a), si 2x + 3y esigual a 15, no puede ser, a la vez, igual a 9.
Enb), como 4x + 6y esel doble de 2x + 3y, deberia ser igual a 30 y no a 18.

Se dice que estos sistemas son incompatibles.

Los sistemas que no tienen solucién se llaman incompatibles. Graficamente,
son dos rectas paralelas: no tienen ningin punto en comun.

Bl Sistemas con infinitas soluciones

Hay sistemas cuyas dos ecuaciones dicen lo mismo. Es decir, son dos veces la
misma ecuacién. Por ejemplo:

2x+3y=15 b 2x+3y=15
a
2x+3y=15 4x + 6y =30

Las soluciones del sistema son las de cualquiera de las dos ecuaciones. Como
sabemos, una ecuacién con dos incégnitas tiene infinitas soluciones.

Estos sistemas se llaman indeterminados.

Los sistemas que tienen infinitas soluciones se llaman indeterminados. Grifi-
camente, son dos rectas coincidentes: todos sus puntos son comunes.

1 Fijéndote en sus ecuaciones, di cudl de estos sistemas
tiene una solucién, cudl es incompatible y cudl inde-
terminado. Compruébalo representando las rectas:

2 2x+y=7 b) 2x+ y=7
2x+y=0 —2x+ 5y =10

9 2x+ y=7 d) 2x+y=7
4x+2y=14 2x—y=1

2 Completa estos sistemas para que el primero tenga la
solucién x =6, y=-1, el segundo sea incompatible,
y el tercero y el cuarto sean indeterminados:

2 x—4y=... b) 2x+ y=8
2x—y=13 4x+2y=...
0 2x+y=38 J S5x+ 1ly=3
4x ... =16 .. +33y=9
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Resolucion de sistemas

B Método de sustitucion

Entrénate Este método de resoluciéon de un sistema de ecuaciones consiste en despejar una
incégnita en una de las ecuaciones y sustituirla en la otra.

1 Resuelve este sistema paso a paso:
2x—=5y=6 En la prictica, al aplicar este método, solo se escribe en cada paso la ecuacién que
x—3y=2 se transforma, en lugar de escribir el sistema completo cada vez. Describamos los

. . pasos que conviene dar para aplicar este método:
(DDespeja x en la 2.2 ecuacién

(es la mds sencilla de despejar):

(@ Se despeja una incoégnita en una de las ecuaciones.
x—3y:2—>x:|:|+|:|y pe &
@ Se sustituye la expresién de esta incdgnita en la otra ecuacién, obteniendo

@ Sustituye esta expresion de la x > e a ¢
una ecuacién con una sola incégnita.

en la 1.2 ecuacién:
2.d+3y)-5y=0 3 Se resuelve esta ecuacién.

@ El valor obtenido se sustituye en la ecuacién en la que aparecia la incégnita

despejada.

(3)Resuelve la ecuacién resultante:
y=U

@ Sustituye el valor de y enla
igualdad que obtuviste en el
paso (D, y calcula el valor de x:

(3 Se ha obtenido, asi, la solucién.

x=2+3.0> x=0O Ejercicio resuelto

B Solucion: x=L1, y=1] 3x+2y=18

x-3y=-5

Resolver por el método de sustitucién este sistema: {

2 Resuelve este sistema paso a paso:
{Sx +y=1 (O Despejamos la x en la 2.2 ecuacién: x=3y-5

3x—2y=11 @ Sustituimos esta expresion de la x enla 1.%: 3(3y—5) + 2y =18

(D Despeja y en la 1.2 ecuacién. .,
by (3 Resolvemos la ecuacién resultante:

9y—-15+2y=18 — 11y=33 — y=3

@ Sustituye el resultado en la 2.2
ecuacion.

®Resuelve: x =[] @ Sustituimos el valorde y en x=3y-5 — x=3-3-5=4

@ Sustituye el valor de x en la

g igualdad del paso (D, y calcula (® Se ha obtenido la solucién: x=4, y=3

% el valor de y. Comprueba que la solucién es correcta sustituyendo en el sistema original la
8 ®Solucién: x =01, y=0] x yla y por los valores obtenidos.

> _Actividades

i‘;j 1 Resuelve estos sistemas: 2 Resuelve:

§ 2x+y=3 x+3y=0 Sx+6y=2 2x+3y=0
: NEEEY SRS 2 y b) y

= x—y=3 2x+y=-5 4x—y=19 dx—3y=3
<

< 9 2x+y=—4 d 3x—y=1 0 2x+ 5y=-1 d 3x+8y=1
o 4x—3y=2 x+2y=5 dx —3y=-2 5x—2y=-06
&

©




Resolucion de problemas mediante sistemas

Al traducir a lenguaje algebraico un problema algo complejo, suele ser mds sen-
cillo recurrir a un sistema de ecuaciones que a una Unica ecuacién con una in-
cognita. Veamos los pasos que conviene dar:

Entrénate

1 Un examen tipo test consta de 50
preguntas y hay que contestar a
todas. Por cada acierto se obtiene
un punto y por cada fallo se res-
tan 0,5 puntos. Si mi nota ha sido
245 puntos, ;cudntos aciertos y
cudntos fallos he tenido?

* Identifica los elementos y nom-
bra las incognitas:

Aciertos: x  Fallos: y
Puntos obtenidos por aciertos: x
Punto restados por fallos: 0,5y

* Expresa mediante ecuaciones la
informacién del problema:

x+y=|:|
x—0,5y=L]

Resuelve el sistema ¢ interpreta la
solucién.

2 La suma de dos niimeros es 31
y su diferencia es 5. ;Cudles son
€sos numeros?

x+y=0]
{x —y=0

Actividades

1 Daniel pag6 un dia por 3 hamburguesas y 2 refrescos
6,3 €. Otro dia, por 2 hamburguesas y 4 refrescos
pagd 6,6 €. ;Cudl es el precio de una hamburguesa?

¢Y el de un refresco?

v Si x es el precio de una hamburguesa e y el de un refres-
co, 3 hamburguesas y 2 refrescos costardn 3x + 2y.

2 En un test de 50 preguntas, dan 0,8 puntos por cada
acierto y quitan 0,4 puntos por cada error. Si Ana ha
obtenido 22 puntos contestando a todas las pregun-
tas, ;cudntas ha contestado bien y cudntas mal?

@ Identificar los elementos que intervienen y nombrar las incégnitas.
@ Expresar mediante ecuaciones las relaciones existentes.
(3 Resolver el sistema de ecuaciones resultante.

@ Interpretar la solucién ajustindola al enunciado.

Ejercicio resuelto

He pagado 55,72 € por una camiseta y un pantalén que costaban 70 €
entre los dos. La camiseta tenia un 18% de descuento y el pantalén, un
22%. ;Cudl era el precio original de cada articulo?
D Identificamos los elementos y nombramos las incégnitas.

Con un 18% de descuento, pagamos 100 — 18 = 82%.

Con un 22% de descuento, pagamos 100 — 22 = 78%.

Por tanto: CAMISETA | PANTALON
PRECIO ORIGINAL X y
PRECIO CON REBAJA | 0,82x 0,78y

@ Expresamos mediante ecuaciones |x + y=70
la informacién del problema. 0,82x + 0,78y = 55,72

(3® Resolvemos el sistema de ecuaciones: x =70 -y

0,82(70 — 5) + 0,78y = 5572 — 574 — 0,82y + 0,78y = 5572 —
—0,04y =—1,68 — y=42; x=70—42 =28

@ Interpretamos la solucidn: el precio original de la camiseta era de 28 € y el

del pantaldn, de 42 €.

3 Por un pantalén y unos zapatos, que costaban 70 €
entre los dos, he pagado 50,8 €. Halla el precio ini-
cial de cada articulo sabiendo que en el pantalén me
han rebajado un 20% y en los zapatos un 30%.

4 En una fibrica de chocolate han empaquetado los
1200 bombones en cajas de 1 docena y de 2 docenas.
En total se han utilizado 60 cajas. Calcula cudntas
han sido de 1 docena y cudntas de 2 docenas.

v En x cajas de 1 docena entran 12x bombones. ;Cudntos
bombones entran en y cajas de 2 docenas?
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Ejercicios

Practica

Solucién de un sistema de ecuaciones

1 vV Compruebasi x =2, y=-1 es solucién de
los siguientes sistemas de ecuaciones:

2 2x—y=—4 b) 3x—4y=10
5x+y=-10 4x+3y=5

2 vVV Completa los dos sistemas de ecuaciones para
que ambos tengan como solucién el par de valores

x=3, y=-1/2:
x —
a){3x+2y=... b) St=
x—4y=... oo y-

3 VVV a) Busca dos soluciones de la ecuacién 3x—y=1.
b) Representa grificamente la recta 3x—y=1.
¢) Un punto cualquiera de la recta, ;es solucién de

la ecuacién?

4 vV a) Representa en los mismos ejes dos rectas cu-
yas ecuaciones son:

2x+y=3 x-y=3
b) Di cudl es la solucién de este sistema:
2x+y=3
x—y=3
¢) ;Tienen estos sistemas la misma solucién?
S 2x+y=3 s y+1=0
x—y=3 3x—4y=10

Resolucidon de sistemas de ecuaciones

5 vVV Resuelve, por el método de sustitucién, los
siguientes sistemas:

. x+3y=5 b) 6x+3y=0
5x+7y=13 3x— y=3
9 3x+9y=4 d x—4y=11
2x+3y=1 Sx+7y=1

oroblemas

UNIDAD,

6

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

6 YV V Resuelve graficamente los siguientes sistemas:

2 3x— y=1 b) 3x—y=0
x+2y=5 3x+y=-06

9 x+3y=-5 d 2x—3y=—4
2x— y=4 x+8y=-2

7 YVV Resuelve por sustitucion.

2 x+3y=0 b) 8x—3y=-25
2x+ y=-5 x—5y=-17

. 7x— y=-0 d 2x+ 16 =2y
4x+3y=3 2y—3x=16

Aplica lo aprendido

8 vVV Halla dos ntimeros tales que su suma sea 160,
y su diferencia, 34.

9 vVV En una granja hay conejos y gallinas. Hemos
contado 26 cabezas y 62 patas. ;Cudntos conejos y
cudntas gallinas hay?

w Sihay x conejos habrd 4x patas de conejo. ..

10 vVV Busca una fraccién que sea igual a 2 si se le
suman 11 unidades al numerador, y que sea igual a
1 si se le restan 4 unidades al denominador.

11 YVV Maria tiene ciruelas en dos fruteros. Si pasa 2
del primero al segundo, ambos tendrdn el mismo
nimero de ciruelas; pero si pasa 3 del segundo al
primero, el segundo tendr4 la mitad de ciruelas que
el primero. ;Cudntas ciruelas hay en cada frutero?

IS5

FRUTERO 1 | FRUTERO 2
NUMERO DE CIRUELAS X y
NUMERO DE CIRUELAS xX—2 y+2
NUMERO DE CIRUELAS xX+3 y—3

12 vVV Halla dos niimeros cuya suma sea 40 y tales
que al dividir el mayor entre el menor nos dé 2 de
cociente y 1 de resto.

v Sabes que dividendo = divisor - cociente + resto.
Escribe esta igualdad llamando x al dividendo e y
al divisor.




\

N

13 vV V El perimetro de un rectdngulo es 36 cm. Si al
lado mayor le sumamos 2 cm y al menor le resta-
mos 4 cm, el perimetro del nuevo rectingulo es
32 cm. ;Cudnto miden los lados del rectingulo?

v Si llamamos x e y a los iniciales, los nuevos lados
medirdnx + 2 ¢ y—4.

14 vV Por dos boligrafos y tres cuadernos he pagado
7,80 €; por cinco boligrafos y cuatro cuadernos,
pagué 13,20 €. ;Cual es el precio de un boligrafo?
Y de un cuaderno?

15 vV Un librero ha vendido 45 libros, unos a 32 €
y otros a 28 €. Obtuvo por la venta 1368 €.
¢:Cudntos libros vendi6 de cada clase?

16 YVV Una cooperativa ha envasado 2000 / de acei-
te en botellas de 1,5 /y 2 L Si ha utilizado 1100
botellas, ;cudntas se han necesitado de cada clase?

17 vVV Si la base mayor 6 m
es la suma de los lados
oblicuos y el perime-  x x
tro es 38 m, ;cudnto
mide cada lado?

J

18 vVV Los alumnos de un centro escolar son 420
entre ESO y Bachillerato. El 42% de ESO y el
52% de Bachillerato son chicas, lo que supone un
total de 196 mujeres. Calcula cudntos estudiantes
hay en ESO y cudntos en Bachillerato.

Autoevaluacion

1 a) Busca tres soluciones de la ecuacién 2x—y = 3.
b) Dibuja en los mismos ejes estas dos ecuaciones:
2x—y=3 x+y=0

;Cudl es la solucién del sistema que forman?

2 ;Cudl de los sistemas siguientes no tiene solucién y
cudl tiene infinitas soluciones?

2 6x—3y=9 b) 2x+ y=5
2x— y=3 4x+2y=9

E'|ercicios x = roblemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Resuelve problemas

19 vVvV La suma de las edades de una madre y su hijo
es 56 anos. Hace 10 anos, la edad de la madre era
el quintuple de la edad que tenia el hijo. ;Cudl es la
edad actual de cada uno?

=4
MADRE HIJO

EDAD HOY X y
x—-10 y—10

EDAD HACE 10 ANOS

20 VvV Hace tres anos, la edad de Nuria era el doble
de la de su hermana Marta. Dentro de 7 afos, serd
los 4/3 de la que entonces tenga Marta. Calcula la
edad actual de cada una.

=5

NURIA MARTA

EDAD HOY X y
EDAD HACE 3 ANOS x—-3 y—3
EDAD DENTRO DE 7 ANOS X+7 y+7

21 VvV Hemos mezclado aceite de oliva de 3,5 €//
con aceite de girasol de 2 €// para obtener 50 / de
mezcla a 3,08 €//. Calcula la cantidad de aceite de
oliva y de aceite de girasol que hemos mezclado.

v CANTIDAD () | PRECIO (€/I) | COSTE (€)
OLIVA X 3,5 3,5x
GIRASOL y 2 2y
MEZCLA 50 3,08 3,08 - 50

3 Resuelve: a) ¥— y=2 b) S 2=
2x—3y=5 2x+3y=12

4 Para pagar un bocadillo que costaba 3 €, he utiliza-
do nueve monedas de 20 céntimos y de 50 céntimos.
:Cudntas monedas de cada clase he utilizado?

5 He pagado 83 € por una cazadora y unos deporti-
vos. En la cazadora me han rebajado el 20%, y en
los deportivos, el 10%, y asi me he ahorrado 17 €.
;Cudles eran los precios sin rebajar?
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; Funciones

y graficas

En la Antigiiedad, la explicacién de los fenémenos
fisicos era fruto de la observacién y la especulacion.
Esta actitud se mantuvo durante muchos siglos.

No fue hasta finales del siglo xv1 cuando el italiano
Galileo dio un paso mds: consideré imprescindible
medir, relacionar cuantitativamente causas y efectos,
y buscar alguna relacién matemdtica que describiera
con sencillez el fenémeno.

Estas relaciones matemdticas que ligan dos variables
(x e y, causasy efectos) son un antecedente muy
claro del concepto de funcién, definido mds de un
siglo después, en 1718, por Euler.

Aunque Galileo no fue el primero en manifestar esta
actitud experimental hacia la ciencia (entre otros,
Arquimedes ya lo hizo dieciocho siglos antes), si la
desarrollé de manera mds sistemdtica que sus ante-
cesores y, ademds, lo supo exponer y transmitir con
gran elocuencia.

DEBERAS RECORDAR

W Para qué sirven las funciones y sus graficas. En-
trénate interpretando muchas de ellas.

IR S A

e, B TN,




100

50

RECORRIDO —>

|
A

ALTURA (m)

TIEMPO (min)

5 10 15

tiempo (1) —  altura (a)

(ordenada)

~—

x (abscisa)

DOMINIO DE DEFINICION —>

Las funciones y sus graficas

Un equipo de naturalistas observa un 4guila: sale de su nido, caza un conejo,
regresa a su nido, vuelve a salir, caza una paloma y, de nuevo, vuelve a su nido.

Observando atentamente la grifica que han dibujado, se pueden averiguar mu-
chas cosas: altura del nido, altura a la que suele otear para buscar caza, momento
en que consigue dar caza a cada una de sus presas...

Dos variables, dos ejes
La gréfica que describe el vuelo del dguila relaciona dos variables:

¢ El tiempo que ha transcurrido desde que comenzé la observacién, # Es la
variable dependiente.

* La altura a la que se encuentra el 4guila, . Es la variable independiente.

La representacién se ha hecho en un diagrama cartesiano:
* En el e¢je horizontal o eje de abscisas, el tiempo, 7.
* En el eje vertical o eje de ordenadas, la altura, 4.

Cada punto de la gréfica representa un tiempo y una altura, y significa que en
ese instante el dguila estd a esa altura.

Analizando la gréfica apreciamos las subidas y bajadas del d4guila en su vuelo, y
podriamos describirlas con cierto detalle.

Escalas

En cada eje hay una escala:

* En el ¢je horizontal, un cuadrito significa 1 minuto.
* En el eje vertical, un cuadrito significa 10 metros.

Las escalas en los ejes nos permiten no solo describir cualitativamente el com-
portamiento, sino también cuantificarlo. Por ejemplo: la altura madxima alcan-
zada durante la observacién es de 120 m y eso ocurre a los 7 minutos.

Dominio de definiciéon y recorrido

La grifica del vuelo del dguila se extiende en el tramo 0-18. Solo tenemos in-
formacién del comportamiento del dguila en este intervalo de tiempo.

El intervalo 0-18 se llama dominio de definicién de la funcién.
La altura a la que se encuentra el 4guila oscila entre 0 m y 120 m.

Al tramo 0-120 se le llama recorrido de la funcién.

Funcion

Una funcién es una relacién entre dos variables a las que, en general, llama-
remos x € J.

La funcién asocia a cada valor de x un dnico valor de y.
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Actividades

1 Observa la grifica de la pdgina anterior. Responde:
a) ;A qué altura se encuentra el nido?

b) ;A qué altura estaba el dguila a los cinco minutos
de empezar la observacién?

¢) ;Desde qué altura otea para buscar caza?

d) ;En qué instante caza al conejo?

e) ;Cudnto tiempo pasa en el nido con su pareja y sus
polluelos después de cazar al conejo?

f) :A qué altura volaba la paloma que caza?

g) Desde que caza a la paloma, ;cudnto tarda en su-
bir al nido? Halla la velocidad de subida en metros
por minuto.

2 En unos ejes cartesianos, describe 10 minutos de un
posible vuelo de una cigiiena, desde que sale de su
nido en el campanario de una iglesia hasta que vuelve
a él, después de haber cazado una rana.

3 Matilde sale de casa y visita al dentista. A continua-
cién recoge un vestido en casa de la modista y come
con una amiga en un restaurante. Por tltimo, hace la
compra en un supermercado situado camino de casa.

DISTANCIA (km)
5 ]

4
3]
2
14
0

TIEMPO (h)

9 10 11 12 13 14 15 16 17

Observa la grafica y responde:

a) ;Cudl es la variable independiente?

b) ;Cudl es la variable dependiente?

¢) ;En qué tramo o tramos estd definida la funcién?
d) ;Qué representa cada cuadrito del eje de abscisas?

e) ;Qué representa cada cuadradito del eje de orde-
nadas?

f) ¢A qué distancia de la casa de Matilde estd la con-
sulta del dentista?

g) ;A qué hora llegé Matilde al restaurante?
h) ;Cudnto duré la comida?

i) ;Qué le queda a Matilde mds lejos de casa, la mo-
dista o el supermercado?

4 En la siguiente grifica se ha representado la veloci-
dad de una furgoneta de reparto a lo largo de una
mafana de trabajo, que finaliza cuando el conductor
para a la hora de comer.

804 VELOCIDAD. (km/h)
60
401
201

8h 9h 10h 11h 12h 13h 14h
TIEMPO

Observa la grafica y responde:

a) ;Qué se ha representado en el eje de abscisas?
b) ;Qué se ha representado en el eje de ordenadas?
¢) ;Qué intervalo es el dominio de definicién?

d) ;Cudl es la variable independiente?

e) ;Cudl es la variable dependiente?

f) ;Cudntas paradas ha hecho antes de comer?

g) ;A qué hora efectud la primera parada?

h) ;Cudnto duré la primera parada?

i) ;A qué hora entré en la autovia?

j) ¢A qué velocidad circulé por la autovia?

5 Para medir la capacidad espiratoria de los pulmones,
se hace una prueba que consiste en inspirar al maxi-
mo vy, después, espirar tan rdpido como se pueda en
un aparato llamado espirémetro.

Esta curva indica VOLUMEN (/)
el volumen de aire 4
que entra y sale de

los pulmones.

TIEMPO (s)
2 46 81012141618

a) ;Cudl es el volumen en el momento inicial?
b) ;Cudnto tiempo duré la observacién?

¢) ¢Cudl es la capacidad mdxima de los pulmones
de esta persona?

d) ;Cudl es el volumen a los 10 segundos de iniciar-
se la prueba?

¢Y cudndo termina la prueba?




Variaciones de una funcion

Il Crecimiento y decrecimiento

* Al sumergirnos en agua, la presién aumenta - | PRESION
de manera uniforme. En la superficie, la pre- (atm)
., , . 6
sién es la atmosférica (1 atm). Por cada 10 m
que profundizamos, la presién aumenta una 51
atmosfera (1 atm). 41
, ., 3
Esta grafica corresponde a la funcién:
2_
profundidad dentro del agua —  presion 1- P ROFUNDIDAD
CRECIENTE (m)
Esta funcién es creciente, pues a mds pro- 10 20 30 40 50 60
— fundidad mds presion.
* La presion atmosférica disminuye al aumen- | | PRESION (atim)
tar la altura a la que nos encontremos sobre
el nivel del mar, aunque no lo hace unifor-
memente: al principio disminuye mds rdpi- 0.5-
damente que después. '
ALTURA
Esta gréfica corresponde a la funcién: (km)
T T
. ., 10 20
altura sobre el nivel del mar —  presion
DECRECIENTE
Es una funcién decreciente, pues a mds altu-
S .,
ra menos presion.
970 PRESION * La variacién de la presién atmosférica en un lugar es indicio importante de
960 (milibares) cambios en la meteorologia (de ahi lo del parte meteorolégico, centro de altas
presiones, isobaras, etc.).
950+
940 La gréfica de la izquierda nos da la presién atmosférica en un cierto lugar, en
9304 cada momento, durante 15 dias. Corresponde a la funcién:
9207 instante de tiempo —>  presion
B TIEMPO
4 ’
1 (dias) ., .
T 0 La funcién presenta tramos en los que es creciente y tramos en los que es de-

creciente.

Para estudiar las variaciones de una funcién hemos de mirar su grdfica de iz-
quierda a derecha; es decir, hemos de ver como varia la y cuando x aumenta.

Una funcién es creciente cuando al aumentar la variable independiente, x,
aumenta la variable dependiente, .

Una funcién es decreciente cuando al aumentar x disminuye j.

También podemos decir que un tramo de una funcién es creciente o decre-
ciente.
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Bl Maximos y minimos

La grifica adjunta describe el precio PRECIO (€/kg)
de la carne de cordero lechal a lo largo 5
. 51
de un ano (de septiembre a final de
agosto). Corresponde a la funcién:
tiempo —> precio
201

La gréfica presenta un tramo crecien-
te de septiembre a diciembre. A partir
de aqui, hay un tramo decrecien-
te hasta mediados de enero y vuelve 15-
a crecer suavemente hasta el final de
agosto. Se aprecian claramente un
mdximo de 25 €/kg a mediados de
diciembre y un minimo de 16 €/kg a
finales de enero.

A\Y

A\

ISIOINIDIEIFIMIAIMIJIJIAI

MAXIMO

Una funcién tiene un mdximo en un punto cuando su ordenada es mayor

B que la ordenada de los puntos que lo rodean.

DECRECIENTE

TRAMO
CRECIENTE

A la izquierda del méximo, la funcién es creciente, y a su derecha es decre-
ciente.

Una funcién presenta un minimo en un punto cuando su ordenada es menor

que la de los puntos que lo rodean.

TRAMO TRAMO
DECRECIENTE CRECIENTE
, A la izquierda del minimo, la funcién es decreciente, y a su derecha, creciente.
MINIMO
Actividades
1 La gréfica siguiente refleja la temperatura de un en- b) Describe dos tramos en los que la funcién sea de-
fermo durante cuatro dias: creciente.
40 JTEMPERATURA (C) c) Senala el mdximo, indicando en qué momento se
produce y qué temperatura alcanza el enfermo.
391 P , . . .
d) Sefala el minimo, indicando el momento y la tem-
38 peratura.
37 f— 2 En unos ejes cartesianos representados sobre papel
\J cuadriculado, representa una funcién definida en el
3601 intervalo 2-10 que sea creciente en todo el tramo.
8 12162024 4 8 12162024 4 8 12162024 4 8 12 16 20 24 HORA
1.¢7 dia 2.2 dia 3. dfa 4.° dia
3 Representa una funcién definida en el intervalo 0-12
a) Desde las 12 h a las 24 h del 1.°" dia hay un #amo que tenga un minimo en el punto (3, 2) y un méxi-
creciente. Describe otro tramo en el que la funcién mo en (7, 8). Describe un tramo creciente y un tra-
sea creciente. mo decreciente.




Tendencias de una funcion

Bl Comportamiento a largo plazo

TEMPERATURA (°C)
Dejamos enfriar una olla de agua hirviendo en una habitacién a 20 °C.
1001 La grafica de la izquierda representa la funcién:
tiempo —> temperatura
5 Es claro que, al pasar el tiempo, la temperatura del agua se acerca a la temperatura
ambiente, 20 °C. Decimos que la temperatura del agua tiende a 20 °C con el
transcurso del tiempo.
20- ‘
Hay funciones en las que, aunque solo conozcamos un trozo de ellas, podemos
] 3 3 7 predecir cémo se comportardn lejos del intervalo en que han sido estudiadas,
TIEMPO (horas) ~ pOrque tienen ramas con una tendencia muy clara.
Bl Periodicidad
DISTANCIA AL SOL A veces, aunque solo conozcamos un trozo de curva, podemos saber cémo se
(cientos de millones de km) .,
comporta la funcién fuera de ese tramo.
60
504 La gréfica de la izquierda describe la distancia del cometa Halley al Sol a lo largo
de los dos dltimos siglos.
401
304 La funci6n es:
204 tiempo —> distancia al Sol
10 Como la érbita se repite una y otra vez cada 76 anos, la funcién se repite también
p y p
| | | ] . en ese periodo de tiempo. Es una funcién periédica de periodo 76 afios.
1800 1850 1900 1950 2000
PERIODO ANO c ST ] 8.
Funciones periddicas son aquellas cuyo comportamiento se va repitiendo ca-
da vez que la variable independiente recorre un cierto intervalo. A la longitud
de ese intervalo se le llama periodo.
Una funcién periédica queda perfectamente determinada conociendo su
comportamiento en un tramo correspondiente a un periodo.
Actividades
1 Una madre mira a su hijo dar vueltas en unos caba- 2 La grafica representa el tamano de una planta con el
llitos. En cada vuelta, que dura 30 s, se acercan hasta paso del tiempo.
casi tocarse (2 m) y se alejan hasta 24 m. a) ;Cudnto  media
ALTURA (cm) d lanté?
Representa en unos ejes la funcién: 50- cuando s¢ planto
. . . b);Es la funcién
tiempo — distancia 40 . .
creciente? Explica
Para ello, toma las escalas siguientes: 301 por qué es légico
— Eje X: 1 cuadradito = 5 segundos 201 que lo sea.
; ; 107 TIEMPO  €) 3Se aprecia algu-
— Eje Y: 1 cuadradito = 2 metros ¢ .
) C T (meses) na tendencia en la
Representa un intervalo correspondiente a 4 vueltas. 123 45 67 funcién?

© GRUPD ANAYA, S.A. Mateméticas 3.° ES0. Material fotocopiable autorizado.
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L ° ° Funcién discontinua
[ ]
Funcién discontinua
Funcidén continua
Actividades

1 El precio de una fotocopia es 0,10 €. Representa es-

ta funcién:

Discontinuidades. Continuidad

* Un representante de ordenadores recibe cada mes 1000 € fijos mds 50 € por
cada aparato vendido. A la izquierda tienes la grafica de la funcién:

aparatos vendidos —  ganancias mensuales

La variable independiente solo tiene sentido para los valores 0, 1, 2, 3, 4, ...
y no para los intermedios, pues no se puede vender un nimero fraccionario
de ordenadores. La gréfica es discontinua porque la variable independiente se

mueve a saltos.

¢ Cierta llamada telefénica cuesta 30 cénti-
mos de euro para comenzar, y con ellos se
puede hablar durante 3 minutos. A partir
de ese momento, cada minuto o fraccién
cuesta 10 céntimos. Esta es la funcién:

duracion —  coste

Los saltos bruscos que presenta la gréfica
se llaman discontinuidades de la fun-

cién.

* Esta grdfica describe la estatura de un chi-
co entre los 10 y los 16 afios. Se trata de

la funcién:
edad — estatura

La variacién de la estatura es

saltos bruscos. Es una funcién continua.

COSTE (€) L
1 4 —
0) 5 T ™
DURACION
(minutos)
5 10
ESTATURA (c¢m)
170+
160
suave, sin
150 ;‘;_/ EDAD (afios)

"10 11 12 13 14 15 16

Una funcién se llama continua cuando no presenta discontinuidad de nin-
gln tipo. Por tanto, su gréfica se puede trazar sin levantar el ldpiz del papel

(tercera grafica de la izquierda).

También se puede decir de una funcién que es continua en un tramo, aun-
que tenga discontinuidades en otros lugares.

b) ;Y si estamos 2 h y 30 min? ;Y si estamos 8 h?

¢) ¢Es una funcién continua?

nikmero de fotocopias — coste

:Se pueden unir los puntos de la gréfica?

2 La gréfica de la derecha muestra las tarifas del aparca-

miento de un centro comercial.

a) ;Cudnto pagamos si estamos 1 h?

COSTE (£)
6
4
2 TIEMPO
(horas)
1 2 3 4 5 6 7 8 9




Expresion analitica de una funcién

Casi todas las funciones que hemos visto hasta ahora nos han venido dadas, o
bien por su grdfica, o bien por un enunciado que, de forma aproximada, nos ha
permitido conocer algunas caracteristicas del fenémeno descrito. Hay, sin em-
bargo, una gran cantidad de funciones que pueden darse mediante una férmula
con la que se relacionan de forma exacta las dos variables. Veamos un ejemplo.

Disponemos de un hilo de 80 cm unido por sus extremos y deseamos formar
con él rectdngulos distintos, como se indica en las figuras:

10 cm ]

30 " : : :
o 25 cm

]

15 cm ( IS cm

35 cm

A

La altura de estos rectingulos dependerd de la medida de su base, x. Por ejem-
plo, si la base es x =30 cm, la altura serd 40 — 30 = 10 cm.

Esta tabla muestra la altura del rectingulo para distintos valores de la base:

BASE (cm) 10 15 20 35 x
ALTURA (cm) 30 25 20 5 40 — x

ALTURA (cm)

40

30

20

10

BASE (cm)
10 20 30 40

La funcién que relaciona la medida de la base, x, con la altura del rectdngulo
viene dada por la férmula: y =40 —x, con 0 <x <40, que es su expresién ana-
litica. Para cada valor de x comprendido entre 0 y 40, obtenemos un valor de y.

La expresién analitica de una funcién es una ecuacién que relaciona alge-
braicamente las dos variables que intervienen.

Actividades

1 Queremos construir rectingulos de drea 12 m?. El
drea dependerd de las medidas que tengan la base, x,
y altura, y. Por ejemplo, sila base es x =6 cm, la

altura serd y = g =2 cm.

a) Completa la tabla que da la medida de la altura, y,
para distintos valores de la base, x.

BASE X

1

1)5

ALTURA Y

12

b) ;Cudl de las tres expresiones siguientes corresponde a
esta funcién?

12 y=12x
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_Ejercicios y problemas

Practica 2 VvV La estatura de Oscar entre los 5 y los 18 afos

viene representada en esta grafica:
Interpretacion de graficas

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 3.° ESO. Material fotocopiable autorizado.

40% A

35%

30% 1

25% 1

20% 1

15% 1

b

] ANO
1987 1995 2005 2015

a) ;Cudles son las dos variables que se relacionan?

b) ;Entre qué anos se ha hecho el estudio? ;En cud-
les hay solamente previsiones y no datos reales?

c) ;Cudl es la escala que se ha considerado en el
eje X?;Yeneleje Y2

d) Observa que tanto en el eje X como enel eje ¥V
aparecen dos rayitas senaladas. ;Cudl crees que es
su significado?

e) ;Cudl era el porcentaje de fumadores en el afio

19872 ;Y en 19912 ;Y en 19952 ;Y en 20052

f) ;En qué anos se dio el porcentaje més alto de fu-
madores?

g) ;Cudl es el porcentaje de fumadores previsto
(aproximadamente) para el afio 20152 ;Y para
2017

h) Si las previsiones se cumplieran respecto al por-
centaje de fumadores, jeste ird aumentando o
disminuyendo en los préximos anos?

i) Haz una descripcién global de la grifica, indican-
do el dominio, el crecimiento y el decrecimiento
de la funcién, y sus méximos y minimos.

}gg: ESTATURA (cm)
1 vVV En la gréifica siguiente viene representado el 1601
porcentaje de fumadores en Espana en los altimos 1501
anos (parte roja), asi como la previsién de cémo se 1401
supone que ird evolucionando dicho porcentaje en Eg
los afios préximos (parte azul): 1104
PORCENTAJE DE FUMADORES 1003 EDAD (afios)

yi
/ T T

678 91011121314151617 18

a) ;Cudles son las variables que intervienen?
b) ;Qué escala se utiliza para cada variable?

¢) ;Cudntos centimetros crecié entre los 5 y los 8
afos? ;Y entre los 15 y los 182 ;En cudl de estos
dos intervalos el crecimiento fue mayor?

d) Observa que la gréfica al final crece mis lenta-
mente. ;Crees que aumentard mucho mds la esta-
tura o que se estabilizard en torno a algtn valor?

3 vVV El uso de teléfonos méviles ha aumentado

mucho en los tltimos afos. Sin embargo, la telefo-
nia fija no ha sufrido grandes variaciones. En esta
gréfica vemos qué ha ocurrido en una gran ciudad:

LINEAS ACTIVADAS (en miles)

Telefonfa mévil
101
84 Telefonia fija

12+

o e I B B B e R
1997 2002 2004 ANO

a) ;Cudntas lineas de telefonia fija y mévil habia ac-
tivadas, aproximadamente, a principios de 1997?
;Y a principios de 2002? ;Y a finales de 2004?

b) ;En qué momento (aproximado) habia igual nu-
mero de lineas de teléfonos fijos que de mdviles?

¢) ;Cudl ha sido el aumento de lineas en la telefonia
fija de principios de 1997 a finales de 20042 ;Y
en la mévil? ;En cudl ha sido mayor el aumento?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

4 vV Un tiovivo acelera durante 2 minutos hasta
alcanzar una velocidad de 10 km/h. Permanece a
esta velocidad durante 7 min y decelera hasta parar
en 1 minuto. Estd parado 5 minutos y comienza
otra vuelta. Dibuja la grafica tiempo-velocidad.

5 V¥V Una libra (unidad de peso) equivale a 0,45 kg.

a) Completa la tabla siguiente:

Xx(LBRAS) (05| 1 |15 2 | 3 | 4 | «x
0,45

y (K1LOS)

b) Representa la funcién libras-kilogramos.

¢) Obtén su expresion analitica.

6 VVV Luis ha tardado 2 horas en llegar desde su ca-
sa a una ciudad situada a 150 km de distancia, en
la que tenia que asistir a una reunién. Ha permane-
cido 2 horas en la ciudad y ha vuelto a su casa, in-
virtiendo 2 horas y media en el viaje de vuelta.

Autoevaluacion

1 Esta gréfica mues-
tra la humedad g
relativa del aire en 0
una ciudad.

HUMEDAD (%)

60
1 TIEMPO

1234567 89101112 (horas)

a) ;Cudles son las variables dependiente e indepen-
diente? ;Qué escalas se utilizan?

b) ;Durante cudnto tiempo se midié la humedad?

¢) Indica la humedad relativaalas 2 h,alas5hya
las 7 h. ;Cudndo fue superior al 75%?

d) Indica cudndo crece y cuindo decrece, y los valo-
res mdximo y minimo que alcanza.

2 Desconectamos una plancha que estd a 120 °C. Su
temperatura desciende hasta 60 °C en los dos prime-
ros minutos, y después lo hace mds lentamente hasta
alcanzar la temperatura ambiente, 20 °C, en 10 min.

a) Representa la funcién tiempo — temperatura.

b) ;Aprecias alguna tendencia en esa funcién?

oroblemas

a) Representa la gréfica tiempo-distancia a su casa.
b) Si suponemos que la velocidad es constante en el
viaje de ida, ;cudl seria esa velocidad?

¢) Si también suponemos que la velocidad es cons-
tante en el viaje de vuelta, ;cudl serfa esa veloci-

dad?

7 YVV La tabla recoge la medida del perimetro del
crdneo de un nifo en los primeros meses de vida:

TIEMPO (meses) | 0 | 3 | 9 | 15|21 |27 | 33
PERIMETRO (cm) | 34 | 40 | 44 | 46 | 47 | 48 | 49

a) Haz una gréfica relacionando estas dos variables.
Elige una escala adecuada.

b) ;Qué tendencia se observa en el crecimiento del
crdneo de un nifo?

¢) ;Cudnto crees que medird el perimetro craneal de
un nifio de 3 anos?

3 Esta tabla indica cémo varfa la cantidad de agua de
un depésito de 30 litros cuando se abre un grifo:

TIEMPO (min) | 0 1 2 3 4

VOLUMEN () 0 5 |10 | 15 | 20

a) Representa la funcién zempo — volumen.

b) ;Cudl de estas tres expresiones corresponde a esta
funcién?
y=2x

y=>5x y=">5Ix

4 Un depésito de 5 litros de agua se llena en 2 minutos,
permanece lleno 1 minuto y se vacia en otro minuto.
Sigue vacio durante 2 minutos y vuelve a repetirse el
proceso de llenado y vaciado.

a) Representa la funcién tiempo — cantidad de agua.
b) Explica si es una funcién periédica.

¢) Durante el primer cuarto de hora, sen qué perio-
dos de tiempo estd lleno?
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